Resoluciao do exame de Analise Matematica I (24/1/2003)
Cursos: CA, GE, GEL IG

1* Chamada

Exercicio 1

X X W
2*¥ >3% o (gj >1 como (%) é
3 3

uma funcao exponencial de base menor
do que 1 entdo o grafico desta funcdo ¢ o

representado na figura ao lado.

Esta funcao ¢ estritamente

decrescente e em 0 vale 1, pelo que
@) >1 « x0]-00,0[=IR".

Resposta (ii).

Exercicio 2

X

(li’) 1im[lln(cosx)] _ hm[ln(cosx)]

1
*  lim/(cosx)x

e x-0 e x-0 x
x>0
0
. ln(cos x) (EJ . _Sen()%os(x) _
Como £1£101 . = £1f1(} 1 =0 (pela regra de L’Hépital). Logo

1

lim(cosx)} =’ =1
x-0
Resposta (ii).
L) tim 5] tim| %))
. hm xx-1 = pr-vo\ X = px-+o\ ¥
X — too

1
. In . 1
Como lim ( (x)] = lim {?J =% ~ Y (pela regra de L’Hopital). Logo

Resposta (ii).
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Exercicio 3
*  f(x)=xcos(x)
A recta tangente é dada por y -y, =m(x - x,), onde
_Xg =T
_ vo =/ (xg)=ncos(n) =-n
_m=f"(n): f'(x)=cos(x)—xsen(x),logo f'(71)=cos(n) - rsen(n)=-1
Logo a recta tem equacao y +71= —l(x - n) - y=-x

Resposta (iv).

o f@)=(x+1)e -
A recta tangente ¢ dada por y -y, =m(x - x,), onde

XO:O

_}’ozf(xo)zeoz1
—2 i -2 D)
_m='0): f'(x)=e =2x(x+De™™ =e™F {I-2x-2x"), logo
1'O)=e" =1
Logo a recta tem equacao y—1= l(x - O) e y=x+1

Resposta (iv).

Exercicio 4

A funcdo f € continua e esta definida num intervalo fechado, logo esta nas
condi¢des dos teoremas de Bolzano e de Weierstrass.

Pelo teorema de Weierstrass / tem maximo € minimo, logo como (7i) — nao tem
minimo e (iii) — ndo tem maximo, ficam excluidas.

Pelo teorema de Bolzano exclui-se (i) porque se 3 e 2 forem imagens por f* todos
os valores entre 2 ¢ 3 seriam imagem por f (e nesse caso o contradominio teria de ser
[1,3).

Resposta (iv).
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Exercicio 5

_ Para x0]- 0,0 o grafico tem concavidade
voltada para cima, logo no intervalo |-e,0[ /"(x)

tem sinal positivo.

_ De acordo com o grafico, f nao esta definida

em 0, logo 7''(0) nao esta definida.

_ Para x0)0,3 o grafico tem concavidade

_'2'(} 3

voltada para baixo, logo no intervalo ]0,3[ f"(x) tem sinal negativo.

_ De acordo com o grafico, f(3) ¢ um ponto “anguloso” — o grafico faz um

“bico” em x =3, logo ndo existe f''(3) (a derivada lateral a esquerda ¢ positiva

enquanto que a derivada lateral a direita ¢ negativa logo /" ndo ¢ derivavel em 3 pelo que

também nao tem 2* derivada em 3).

_ Para xOJ3,+o o gréafico tem concavidade voltada para cima, logo no intervalo

]3,+oo[ f"'(x) tem sinal positivo.

Resposta (iii) X 0 3
Sinal I o B nio
def” definida definida

Exercicio 6

_ Pelo gréfico temos que f ¢ decrescente em ]— o0, O[ logo f” € negativa em

]— 00, 0[ , logo (i) e (iv) ficam excluidas;

)

_ Pelo grafico temos que f ¢ crescente em ]O,+oo[ logo 1~ € positiva em ]O,+00[ ,

logo (iii) fica excluida;

Resposta (ii).

Exercicio 7

xarcsen(x)

SR

t = arcsen(x) < sen(t) = x, entdo o integral f

equivalente a Jtsen( t)de.

dx fazendo t =arcsen(x) temos dt =
1-x2

x arcsen(x)

\jl—x2

Resposta (ii).

dx e como

dx = J x arcsen(x)
I-x
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2x
. Ie—dx fazendo t =e?* temos dt =2¢**dx e como dt =2e* dx = %dt =e>dx,

V1+e*

1

2x
~ . e 1 2 .
entdo o integral | ———=dx=|———=¢""dx ¢ equivalente a dt.
I\/1+62x J.\/1+ez)‘ IZVI‘”
Resposta (i).
Exercicio 8
2 1
[— dx =2 dx = 2arctg(x+1)+C,com COIR.

x°+2x+2 (x+12+1 Jorm.16

Alternativamente, uma vez que x> +2x +2 ndo tem raizes trata-se da primitiva
de uma funcgao racional do “Tipo III” logo tal primitiva envolve a fungdo arctg(x).

Resposta (iii).
Exercicio 9

9.1) D, ={x0R:x+12¢ {x0R:xz-} =IR{ J1

9.2) Vamos determinar uma assimptota vertical (poderia ser outra!)

Como D, =IR \{-1} vejamos que x =—1 é uma assimptota ao grafico de f:

2 2
X . X .
=400 ¢ lim f(x)= lim ——=-0,logo x =-1 éuma
1 x--1" x--1"x+

lim f(x)= lim
x--1 x--1

assimptota vertical (bilateral).

9.3)
\ 2x(x+1)—x? 2x* +2x—-x* x?+2x
f = 2D X ¥t
(x+1) (x+1) (x+1)
' x? +2x ) 5
f(x)=0< =0 o x*+2x=00(x+1)>#20 = x(x+2)=00x# -1

(x+1)°
e (x=00x=-2)Ux# -1

¢ Pontos criticos: x=-2 ¢ x=0.

obs: x =-1 apesar de ndo pertencer ao dominio de /*, ndo ¢ ponto critico

uma vez que x=-10D.
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X - -2 -1 0
Sinal _ nao _
de f s + 0 definida 0
Ve N nao N
F definida

¢ Extremos relativos:
_ maximo relativo: em x=-2;

_ minimo relativo: em x=0.

¢ Intervalos de monotonia:

_ estritamente crescente: em ]— 0, = 2[ ¢ ]O, + oo[ ;

_ estritamente decrescente: em ]— 2,—1[ e ]—1,0[;

9.4)
_@x+2)(x+ D) (7 +20)2(x 1) _ Qx+2)(x+ D) -2(x> +2x) - 2

/1 (x +1)* (x+1)° (x+1)°

/' nado tem zeros. O seu dominio ¢ IR \{—]} , logo -1 ¢ o inico ponto a
considerar para fazer o quadro.
obs: x =-1 apesar de ndo pertencer ao dominio de *”, ndo € ponto

candidato a ponto de inflexdo uma vez que x=-10D,.

X — 00 -1 + o
Sinal _ nio +
de f” definida
n nao D
f definida

* Pontos de inflexdo: ndo tem, apesar de a volta de x =-1 f mudar o sentido da

concavidade, x=-10D,.

¢ Intervalos de concavidade:

_ concavidade voltada para baixo: em ]— 0, — 1[ ;

_ concavidade voltada para cima: em ]—1,+oo[;
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Exercicio 10

x+k
3

sdo continuas, a primeira porque ¢ uma

kj,
éa

10.1) As fungdes A(x) =In(x) e f(x) =

. , . . . X
func¢do logaritmo e a segunda porque ¢ polinomial. Assim, como ln(

composta da fun¢do /(x) com a funcao f(x):

(h0 £)x) = h(f(x)) :h[";" ] :ln[“" ]

3

x+k

entao ln( J ¢ a composta das duas fungdes continuas ( / e f) logo também ¢

continua, no intervalo ]O;+00[ .

As fungoes h(x) = Jx e f(x) = —x sdo continuas, a primeira porque ¢ a fungao
raiz quadrada e a segunda porque ¢ polinomial. Assim, como J-xéa composta da
funcdo A(x) com a fungdo f(x):

(hgF)(x) = h(f(x)) = h(=x) == x
entdo +—x ¢ a composta das duas fungdes continuas ( 4 ¢ f) logo também ¢

continua, no intervalo ]— 00;0[ .

10.2) Pela alinea anterior sabemos que a fungdo € continua em ]0;+00[ e ]— 00;0[ . Para
ser continua (em todo o seu dominio, i.e. /R) temos apenas de verificar a
continuidade no ponto x =0.

A funcdo ¢ continua no ponto x =0 se existe linol g(x)e lin(} g(x) = g(0), e temos:

lim g(x) = lim+/=x =0
x-0" B

x-0

x+k k
=In(—
3 ) ﬂ(3)

lim g(x) = lim In(
x-0" x-0"

k
g(0) =In(7)
3
Logo, para que exista lirrol g(x) e ling g(x) = g(0) tem que se verificar

1n(5):0 - e°=£<=> 1:5@ k=3.
3 3 3

Portanto o valor de k para o qual g(x) ¢ k£ =3 .
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10.3) Para £ =1 a fungdo ndo ¢ continua em x = 0, logo ndo existe g'(0).

Exercicio 11

Sejam x e y o comprimento e a largura do

rectangulo, respectivamente.

et

Queremos maximizar a area deste rectangulo, que €

dada por 4 = xy e sabemos que o perimetro P ¢
P=10 o 2x+2y=10 = y=5-x

Entio a fungdio que queremos maximizar é f(x) = x(5 - x) =5x — x>.

f(x)=5-2x

Fazendo, .
N0 (1) =0 = 5-2x=0 ng

5), .
Temos que [ (Ej ¢ um maximo.
5_5
—=—c¢
2 2
portanto as dimensdes dos lados que maximizam a area do rectangulo sdo:

. 5
Assim, para x = 5 temos y =5—

x—gme —ém
2 Y 2

Exercicio 12

Cotagdo usada: 2 valores por alinea

2
12.1) J-(x +xe” )fx = jxdx +%J‘2x.exzdx = % +%e”2 +C , com CUIR
12.2) Jﬂ\/\i—;)dx ; Substitui¢do a efectuar: ¢t = Jx=dr= de = 2dt = de
X

2/x Jx
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Temos entdo, J‘d\/\i—;)dx = Iln(t).Zdt =2 '[ ln(t)dt
x

Este integral calcula-se por partes: Iln(t)a’t = Il.ln(t)dt

Calculo auxiliar: u'=l=u=t I.P.P: Iu'.v =uv-— ju.v’

1% =ln(t):>v'=1/t

Logo, ZJ‘ ln(t) Z(I In(z jt dtj 2t. ln 2J‘ dt =2t. ln( ) 2t+C , com
CUOIR

Substituindo ¢ pela variavel original, a solugao é:

2\/El_ln(\/;)—lj+ C ,com CUOIR

Meétodo alternativo: directamente por partes

jJ_)d_zj e s w= o susy

V= ln(\/;): V= —

Temos entfo, jj—) 2] ! tn{v/x x = 2{\/_1n( Jx)- j—d}
(Vx)-2vx +C. com

= 2Jxn{Vx)- [x"dx = 2Jx In{yx)-

COIR
—4x’ +5x+ +
12.3) J.x 24x > 1a’x = I (x +2x—1)dx (procedendo a divisao dos
x° —4x+4 x°—4x+4
polinémios)
x+1
Tudo se resume, pois ao calculo do 1ntegral'[—dx.
x"—4x+4

Em primeiro lugar factoriza-se a0 maximo o denominador. Para tal, calculam-se
as raizes do
Denominador:
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~(-4)£(-4) -403 _4xi6-16

2 2

x'—4x+4=0 o x=

uma raiz dupla)

x+1  _ x+l1 _ 4 B Alx-2)+B
+

x2—4x+4_(x—2)2_x—2 (x—2)2 (x—2)2

Para que as fracg¢des sejam iguais, os numeradores de ambas deverdo ser iguais.

Ou seja, 0s
coeficientes dos termos de igual ordem nos polindmios deverdo ser iguais:

x+1=Ax-24+B

A=1 A=1
1=-24+B B=3
Portanto,

1 1 1 3
j[x+x2 f:x+4jdx:jxdx+j—xz i‘;’x+4dx:jxdx+jx_2dx+j(x_2)2 dx =

__[ 1 R (x—2)_1 X’
= [xdx + [ ——dx +3[ (x-2) dv="+lnfx=2[+35—1-+C = +Injr -2 -

x—2

com CUIR.

Esta correcgdo foi realizada com a colaboragdo dos professores:

Ana Ester Rodrigues;
Matias,
Vitor Sousa.
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