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NOMENCLATURA

A nomenclatura que se apresenta estd dividida em fun¢do da natureza da designacdo do
simbolo, conforme se trata de um escalar, de uma grandeza vectorial ou tensorial. Em qualquer dos
casos foi efectuada a sub divisdo em caracteres que utilizam o latim e o grego.

Algumas notagdes verdadeiramente particulares ndo foram consideradas na listagem
seguinte, uma vez que se apresentam com uma utilizacao restrita e/ou contradizem a nomenclatura
de outros capitulos.

Grandezas escalares que utilizam simbolos em Latim:

a Distancia, espessura do corddo de soldadura
b Distancia
c Distancia, comprimento do crater na extremidade do corddo de soldadura
d Diametro de veio ou parafuso
D Didmetro de furos
DH Deslocamento horizontal
DV Deslocamento vertical
e Espessura
€ Espessura do elemento i
E Médulo de elasticidade
Fi Componente do vector for¢a. “i” pode variar entre X,y € z
f vd Valor de cédlculo da tensdo de cedéncia ou da tensdo limite convencional de proporcionalidade a 0.2%
G Moédulo de elasticidade transversal
h Distancia de uma altura
1 Comprimento
Mi Componente do vector momento. "i” pode variar entre X,y e z
N <d Valor do esforco normal solicitante de cdlculo
P Identificagdo de carga pontual
Si Identificagdo da secc@o de corte para a obtencdo dos esforcos internos. “i” pode variar na escala dos niimeros
inteiros positivos.
Grandezas escalares que utilizam simbolos em Grego:
A Parametro escalar da soma das componentes normais do tensor das tensoes
12 Coeficiente de poisson
¢ Coeficiente de encurvadura
yi g Coeficiente de seguranga
A Constante eldstica de lamé, coeficiente de esbelteza
(0] i Componente do tensor das tensdes. “i”” e “j” podem variar entre X,y e z
Ori>Tra Tensoes resistentes de calculo
o, .7, Tensoes actuantes de célculo
O sd ref Tensao solicitante de cdlculo equivalente (de referéncia)
05,054 y Componentes normais do tensor de um estado duplo de tensdo
T Sd xy Componente tangencial do tensor de um estado duplo de tensdo
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1-INTRODUCAO

A Mecanica Estrutural € uma disciplina que estuda o comportamento das estruturas sob a
accdo de forcas exteriores.

Por defini¢do uma estrutura é qualquer corpo sélido capaz de oferecer resisténcia mecanica
as acgdes exteriores, quaisquer que sejam a sua natureza, a sua forma e a maneira como esté ligado
ao meio envolvente. Sendo assim, o objectivo da teoria das estruturas deveria ser o estudo da
resisténcia mecanica oferecida pelos corpos sélidos, de qualquer natureza e forma e de qualquer
maneira ligados ao exterior, quando sujeitos a ac¢do de solicitagoes.

As preocupacdes da engenharia estrutural, verificacdo da seguranca de estruturas e
equipamentos (condi¢des de funcionamento, limitacdo de custos,...) 30 comuns em muitos outros
ramos de engenharia.

A resisténcia dos materiais ou mecanica dos materiais € utilizada na solucdo de problemas
de elementos estruturais simples.

A teoria da elasticidade apresenta solu¢des matemadticas para um reduzido nimero de problemas,
que embora complexos, apresentam geometria bem definida e condicdes de carregamento
particulares.

Desde a difusdao de meios computacionais, os métodos matriciais, foram transportadas para
a Mecanica Estrutural. De entre esses métodos o primeiro implementado foi o método dos
deslocamentos, que assume particular relevo no Método dos Elementos Finitos, permitindo uma
abordagem de qualquer tipo de estrutura, independentemente da forma, cargas e condi¢des de
fronteira. Ressalta ainda o método das forcas, em que se é conduzido a um sistema de equagdes em
que as incognitas sao as forgas.

Na figura 1 estdo representados alguns tipos de estruturas, tendo em consideragdo o tipo de
elementos estruturais simples utilizados na sua constituicdo e o tipo de rigidez pretendida. O
conjunto destes elementos podem ser agrupados de forma equilibrada e com processos de ligacdo

especificos.
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Fig. 1- Classificaciio de elementos estruturais basicos com indica¢io de comprimentos para vaos .

No estudo introdutério daremos particular destaque as estruturas planas, uma vez que a
passagem ao estudo de estruturas tridimensionais (espaciais) dependerd do aumento do nimero de
variaveis.

Raramente uma estrutura real corresponderd a estrutura idealizada que foi considerada na
andlise. O material de que a estrutura é feito ndo deverd possuir exactamente as propriedades

assumidas, nem as dimensdes correspondem exactamente aos seus valores tedricos. Os detalhes
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estruturais como por exemplo, placas de reforco, barras de apoio ou outro elemento ndo principal,
podem tornar a andlise mais complicada. No entanto, em certos casos, o respectivo efeito pode ser

desprezado para a andlise dos elementos principais, ver figura 2.

. 7, i b
ot ;-4| }——- - --Jl
s T____..l
T i ; ] Symbol
| s oUssE representing
| } plate g rigid joint ®
h ‘ Al
i
(o) {6)

Fig. 2 - Comparacio entre a estrutura real e a idealizada.

Neste caso, o caso real pode ser simplificado pelo modelo representado a direita, no qual
foi assumido que a zona de encastramento a solo poderia ser considerado um encastramento
perfeito, no entanto, pode ndo ser o caso realmente existente. A largura adicional da ligagdo a base
da coluna foi ignorada bem como a placa de refor¢o na ligagdo coluna viga. A placa de “gusset”
foi assumida como uma ligagcdo perfeitamente rigida, o que na realidade poderd permitir alguma
rotagdo relativa entre os elementos. A dimensdo da coluna foi considerada entre a placa de apoio
de ligacdo ao solo e a linha média de altura da viga. O vao do elemento viga foi medido desde a
linha média da coluna até ao ponto de aplicacdo da carga.

Este tipo de idealizacdo deverd ser necessdrio para a resolucdo de casos praticos. A
experiéncia e conhecimento sdo necessarios para a idealizagdo da estrutura, isto €, o modelo
utilizado devera corresponder a melhor aproximagado possivel. No casos de estruturas importantes
e quando a duvida persistir, o projectista deverd determinar o comportamento da estrutura para
diferentes modelos e dimensiond-los todos para resistirem aos esfor¢os correspondentes a todas as
andlises possiveis.

Os métodos de andlise podem ser classificados segundo o tipo de modelagdo utilizada. A

modelacdo material € feita através das relacdes constitutivas presentes no material dos elementos
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estruturais (relagdo tensdo deformacgdo), distinguindo-se o modelo eléstico, eldstico perfeitamente
plastico, elasto-plastico entre outras relagdes apropriadas.

A modelacdao geométrica pode considerar ou ndo a influéncia das deformacgdes sobre as
accoes que actuam na estrutura. No caso de se desprezar esta influéncia, consideram-se as
equagdes de equilibrio definidas sobre a geometria inicial da estrutura (anélise de primeira ordem).
No caso de se considerar que as deformacdes produzidas podem modificar o efeito das ac¢des que
as produzem, as equagdes de equilibrio devem ser consideradas na configuracdo deformada
(andlise de segunda ordem). Neste ultimo tipo de andlise ainda se podem distinguir os efeitos
globais de segunda ordem na estrutura dos efeitos locais de cada elemento que a compde.

As ligacOes mais utilizadas na fixag@o de elementos entre si e das estruturas ao exterior, sdo
realizadas basicamente pelos tipos de apoios representados na figura 3. Os apoios idealizados
podem ser considerados simples no caso em que a articulacdo é livre de se mover sobre uma
superficie, considerados duplos ou de rétula, no caso em que a articulacdo € fixa permitindo
apenas rotacgdes e ainda considerados apoios de encastramento perfeito, para os casos em que todos
os deslocamentos sao impedidos. As forcas necessdrias para impedir os deslocamentos nos apoios,
designam-se reaccdes nos apoios.

Em anexo apresentam-se alguns exemplos concretos de aplicagdes de estruturas e tipos de

apoio.

[@
N -
it S cylindrical
e 4& %
& - —
i e ==
I— e sph?rEmE
|IE ‘ F ) surface
Pinned Rigd > fntzlf?gzﬂ(e‘;;) e S
— —
e lﬁ -E_—-:'——Z a
S
~71 g i @ o
Pinned “] [Finned —
e 0 =——= b 24 .
== ‘ ————
= i e
e =y
™ : \\\—.—’)
spherical surfaces PTFE lin
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g @ (e) aluminium 0
= Welded l'——'g‘ .
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e
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@ |- I shdmg surfaces :?‘Z/Z//\{/éyl/!’:
e[S [Fime o e = c—=— ‘
éﬁ!} " % ! S B D i
o B 2
1 2B @ ()

Fig. 3 - Tipos de ligacdes e de apoios.
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De acordo com a maneira como os elementos lineares se ligam entre si € com o exterior, 0s
diferentes tipos de estruturas podem ser classificadas em estruturas reticuladas, com ou sem
articulagdes, sendo representadas por modelos semelhantes aos da figura 1.4. As extremidades das
barras concorrentes num né podem estar ligadas por articulagdes sem atrito, tendo neste caso todos

os nds os mesmos deslocamentos, mas os elementos convergentes, diferentes rotagdes.

% 7 7

Fig. 4 — Estrutura reticulada articulada e continua.

No caso de estruturas com elementos continuos, as extremidades dos elementos
concorrentes num né t€m todos os mesmos deslocamentos e rotacdes, (fig. 4), ou seja quando
todas as ligacdes sdo consideradas rigidas, impedindo deslocamentos e rotagdes.

Alguns dos pormenores construtivos destes tipos de estruturas estdo representados na figura

5, como sdo exemplo as madres de sustentacdo de coberturas de pavilhdes industriais.

(c) Composite steel and concrete floor system. (d) Plate girders.

L
A

(e) Welded trusses: double-angle members. (f) Welded trusses: tube members.

Fig. 5- Construcio em aco e mista (aco betdo). Pormenores de construgfo.
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As estruturas mistas t€m ligacdes dos dois tipos das que apareceram os casos de

estruturas anteriores, ver figura anterior.

Pilar de " baiencta "

Nivel do pavimento, scabado

Supata de betio

Fig. 6 — Constru¢io em aco. Pormenores de construcio.

Em qualquer caso, tratar-se-4 apenas de estruturas em que os deslocamentos generalizados
(translagdes ou rotacdes), de uma qualquer seccdo sao eldsticos, isto é reversiveis (desaparecem ao
cessarem as acg¢oes das forcas exteriores) e variam linearmente com as forcas aplicadas, ou seja,

sdo proporcionais as for¢as que os produzem, ver figura 7.

q [N/m]
'

i N7/

Fig. 7 — Deslocamentos eldsticos por aplica¢do de carregamento.

Admitir-se-a também que as deformacgdes sdo pequenas em relacdo a dimensao dos corpos,
de tal maneira que os deslocamentos resultantes ndo alteram significativamente a geometria das
estruturas. Assim, sendo os pequenos deslocamentos dos pontos de uma estrutura, na sua
configuracao deformada confundem-se com a configuragdo inicial, podendo-se efectuar a andlise
com base na geometria inicial conhecida. Esta aproximagao é uma hipdtese fundamental em
andlise estrutural, resultando dai a linearidade das equacdes, dizendo-se por esta razdo que se trata

de uma anélise linear ou de primeira ordem.
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z

A maioria das estruturas € concebida de modo a sofrer pequenas deformacgdes sendo
utilizados materiais em que as deformacOes elasticas, além da propriedade essencial da
reversibilidade, possuem também a caracteristica de variar proporcionalmente com as forcas que
as produzem, dizendo-se entdo que, nesta parte da deformacdo, os corpos sdo dotados de

elasticidade perfeita, figura 8.

Forca Forca

P
% 97

Deslocamento Deslocamento

a) b)

Fig. 8 — a) Comportamento elastico. b) Comportamento eldstico perfeito.

A relacdo de dependéncia entre a tensao e as deformacdo € estabelecida pela lei de Hooke,
principio fundamental da elasticidade perfeita, que enuncia o facto experimental das deformacdes
eldsticas serem fungdes lineares das tensdes que as produzem, que no caso mais genérico, devera

ser aproximado pela expressao 1.

6,.=2Ge +AA
0, =2Ge, +AA
c.=2Ge_+AA

(eq. 1)
T,\‘y = G';/Xy
T,\‘:' = Gy\:
T—»yz = G'7yz
em que A se designa por constante eldstica de Lamé, determinada pela seguinte expressao.
v.E
(eq.2)

T ArvXi-2v)
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O parametro A ¢é aproximado pela expressao seguinte.
A=¢ +¢e +e_ (eq.3)

Sob estas condigdes, € de aplicagdo licita o principio da sobreposi¢do dos efeitos eldsticos,
segundo o qual, no dominio das deformacdes produzidas em regime de elasticidade perfeita, um
estado de deformacdo pode sempre considerar-se como a some de estados de deformacdo da
mesma natureza, sendo qualquer efeito (componente da tensdo, componente da deformacio,
deslocamento) do estado - soma de deformacdo igual & soma dos efeitos correspondentes desses
estados de deformagao parcelares e vice-versa. O principio, s6 € se a deformagdo - soma se produz
ainda em regime de elasticidade perfeita. Uma das vantagens deste principio reside no facto de se
poder dividir, por exemplo, a accao de um caso de carga complexo na soma de casos de carga mais

simples como na figura 9.

B

Fig. 9 — Principio da sobreposi¢io de efeitos.

q [N/m]
q [N/m]

A Teoria das Estruturas estuda também estruturas hiperestdticas, cuja resisténcia
mecanica, ao contrario das estruturas isostdticas, nao pode ser geralmente avaliada sé a custa das
relacdes que exprimem o seu equilibrio estitico. Para um modelo de andlise de estrutura

tridimensional, estas relacdes podem escrever-se:

YF,
2L
yr

0 [YMm, =0
0OeqY M, = 0 (ca. 4)
0 (Y M. =0
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Os somatorios nestas equacdes estendem-se a todas as componentes das forgas, (F), e
momentos, (M), sobre cada um dos trés eixos coordenados x, y e z. Para um modelo de uma
estrutura em equilibrio tridimensional, sujeito a forcas generalizadas de direccao arbitraria, devem
ser satisfeitas as seis equacdes de equilibrio estitico (eq.4), enquanto que, para o caso de um
modelo de uma estrutura em equilibrio bidimensional, apenas sdo necessdrias trés daquelas seis
equacoes.

Para obteng¢do dos esfor¢os internos (diagramas) dever-se-d utilizar uma qualquer

convengdo de sinais, sendo a utilizada neste documento a que se representa na figura 10.

~le] ™=

ex:

-t
S1 S2

B~
L~
D~

Fig. 10 — Conveng¢io de sinais e exemplo de utilizacdo do método das seccdes.

Assim, para as cargas generalizadas aplicadas na estrutura € possivel estabelecer as
condi¢des de equilibrio de parte dos seus elementos, utilizando sistemas de equagdes algébricas
que permitem obter os esfor¢os ao longo de todos os elementos.

As estruturas reticuladas podem ser isostaticas, hiperestdticas ou hipostaticas, conforme o
ndmero de incognitas presentes € igual, superior ou inferior ao nimero de equacdes de que se
dispde para a sua resolucdo.

Chama-se grau de hiperstaticidade ou grau de indeterminagdo estdtica de uma estrutura a
diferenca entre o nimero total de incdégnitas e o nimero de equagdes de equilibrio estdtico. A

figura 11 da alguns exemplos de estruturas hiperestaticas.

& Y {

Fig. 11 — Exemplos de estruturas hiperestaticas.
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As estruturas isostdticas sdo directamente analisadas pelas equacgdes da estdtica, que
permitem escrever as equagdes de equilibrio de todos os nds, barras, ou sub - dominios a
considerar, e determinar as forcas que actuam na fronteira desse subdominio.

As estruturas hiperestdticas nao sdo directamente resoliveis pelas equacdes de equilibrio,
utilizando-se em alternativa os métodos energéticos e cinematicos complementares. Quando se
estabelece como incégnitas o sistema as forcas, e se aplica sucessivamente as condicdes de
equilibrio e as condicdes de compatibilidade, esti-se em presenca de um método matricial,
conhecido pelo método das for¢as. No método dos deslocamentos toma-se como incégnitas os
deslocamentos compativeis, escrevem-se as expressoes dos esfor¢cos em funcdo destes e impde-se,
por ultimo, as condi¢des de equilibrio. Estes dois métodos de cdlculo para determinacdo dos
esfor¢os nos elementos de uma estrutura hiperestitica, impdem a consideracdo de condi¢des de
equilibrio e de compatibilidade. Os dois métodos diferem assim na ordem porque sdo consideradas
aquelas condicdes e na natureza das incognitas (forcas ou deslocamentos). Na resolucdo de uma
estrutura hiperestdtica deve utilizar-se o método que envolva o menor nimero de incognitas.
Assim, para os exemplos das estruturas representadas na figura 12 podem ser utilizados dois
métodos de resolugdo diferentes, em fungdo do numero de incégnitas envolvidas em cada caso. No
caso a) deve ser utilizado o método das forcas, uma vez que o ndmero de incégnitas hiperestaticas
¢ um (uma das forcas de um dos elementos) e o nimero de incégnitas deslocamentos é dois (AH e
AV"). No caso da estrutura da figura 12 (b) deve ser utilizado o método dos deslocamentos, pois o
ndmero de incégnitas da mesma natureza envolvidos é dois, ao contrario do nimero de incégnitas

hiperestaticas que sao trés.

P P
2 2
DH i DH i

a) b)

Fig. 12 — Exemplos de estruturas hiperstaticas.




Mecdnica Estrutural I 14

Relativamente as solicitagdes exteriores, ou seja, o conjunto das accdes exteriores aos
corpos, capazes de produzir estados de tensdo ou de deformacgdo, podem ser devidos a forcas

exteriores, variacoes de temperatura e assentamentos dos apoios, como se representa na figura 13.

“orr expands in the
on of heat source

L‘//T’\//(
| Dead load

Fig. 13 — Exemplos de solicitacdes em estruturas.

As forgas exteriores podem ser de duas naturezas: for¢as de massa, aplicadas nos
elementos de volume dos corpos ou forcas de superficie aplicadas em elementos da superficie
exterior dos corpos. As for¢as de massa, consideram-se proporcionais ao volume dos elementos
em que actuam e sdo por exemplo, as provenientes da gravidade e das forcas de inércia. As for¢as
de superficie supdem-se proporcionais a drea dos elementos da superficie exterior dos corpos em
que estdo aplicadas e podem resultar da ac¢ao do vento, da pressdo hidrostéitica ou da sobrecarga
de utilizacdo das estruturas.

Como € do conhecimento geral as variacOes de temperatura sdo susceptiveis de produzir
estados de deformagdo em corpos livres, isto €, ndo dotados de ligacOes ao exterior pois quando a
temperatura de um corpo varia, ele tende geralmente a deformar-se, com aumento de volume
(dilatagdo) se a temperatura aumenta, ou com diminui¢do de volume (contrac¢@o) se a temperatura
diminui. Essa tendéncia pode ser contrariada por ligagcdes exteriores capazes de impedir, total ou
parcialmente, a deformacdo, criando assim sistemas equilibrados de forgas interiores
caracterizando estados de tensdo, nao oferecendo divida que as variagdes de temperatura se
possam incluir, de acordo com a definicdo, entre as ac¢des de solicitagdo exteriores.

Quanto aos assentamentos de apoio, convém referir que dadas as condi¢des de apoio dum
corpo num ponto da sua superficie exterior, pode acidentalmente, sofrer movimentos ndo
permitidos pela natureza das ligacdes. O ponto sofreu um assentamento ou, ainda, um
deslocamento incompativel com a natureza prevista da ligacdo. As ligagdes exteriores, restringindo
a liberdade de deslocamento de certos pontos da superficie exterior dos corpos, sdo factores

determinantes dos seus estados de tensdo e de deformacdo. Os assentamentos, alterando a natureza
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das ligacdes, podem originar, por si s6, estados de deformacao e de tensdo, o que permite inclui-los
entre as ac¢Oes de solicitacdo exteriores.

O objectivo da andlise de uma estrutura deverd ainda passar pela verificacio da sua
seguranca e estabilidade. A verificacdo destes dois factores passam pela verificagdo dos
pressupostos de rigidez, resisténcia e estabilidade, em fun¢do do conjunto de combinacdes de
accdo previstas.

Sob o ponto de vista da rigidez, serd necessdrio verificar se a deformacdo global da
estrutura, ou dos elementos que a constituem, ndo afectam o seu normal funcionamento nem
provoquem danos do material.

Relativamente a resisténcia, esta deverd estar garantida no caso de todos os elementos da
estrutura poderem transmitir os esfor¢os instalados sem que ocorra a ruina, normalmente
caracterizada pela plastificacdo da seccao ou pelo aparecimento de deformacdes permanentes. Esta
condi¢do é geralmente expressa em termos de esfor¢os ou tensoes.

Outro fenémeno igualmente importante, em particular no caso de elementos estruturais
esbeltos, estd relacionado com a estabilidade do proprio elemento. Existem vdrios estados de
instabilidade possivel, devendo ser verificado para cada elemento o estado limite dltimo possivel
de ser atingido.

A verificagdo da seguranca de uma estrutura € efectuada com base no método dos estados
limites, estados esses associados a situagdes de colapso local ou global (estados limites dltimos,
incluindo os estados limites de instabilidade) ou associados a situacdes de servigo ou exploracdo
deficientes (estados limites de utilizagdo).

No caso de estruturas metélicas, os fendmenos de instabilidade que podem ocorrer sdo:
encurvadura por flexao de colunas (varejamento, “buckling”, “flambement”), encurvadura lateral
de vigas (bambeamento, “lateral buckling”, “déversement”) e encurvadura local em placas, banzos

99 ¢

e almas de elementos estruturais (enfunamento, “local buckling”, “voilement”).

Encurvadura local Encurvadura local .

Encurvadura lateral

Fig. 14 — Fen6menos de instabilidade em elementos estruturais.
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O colapso ou ruina estrutural pode verificar-se em dois niveis. Um colapso parcial esta
normalmente associado ao colapso de alguns dos elementos que constituem a estrutura, sem que
ocorra a ruina completa da mesma, podendo continuar a desempenhar a respectiva funcio.
Exemplo de estruturas hiperestaticas, em que a possibilidade de ocorréncia de uma rétula pléstica
ndo significa necessariamente o colapso total. Este fendmeno pode eventualmente ser aproveitado,
por razdes de caricter econdmico, para um melhor aproveitamento da capacidade de resisténcia
das sec¢des. O outro tipo de colapso (total) apenas ocorrerd quando a estrutura se transformar num
mecanismo. Este tipo de colapso, tendo em consideracao as relacdes de forca e deslocamento,
aparecerd quando a um pequeno incremento de carga corresponder um grande incremento de

deslocamento.

2 - REGULAMENTO DE ESTRUTURAS DE ACO PARA EDIFiCIOS — (REAE)

O objectivo deste regulamento visa estabelecer regras a observar no projecto e na execugao
de estruturas de aco para edificios e obras andlogas, cujos elementos sejam de aco laminado a
quente.

Os projectos de estruturas de ago devem ser elaborados por técnicos com formacio
adequada a natureza e importancia das obras e para o efeito habilitados pela legislacdo em vigor.

Os projectos devem conter, devidamente organizadas, as pecas escritas e desenhadas,
necessdrias para a justificacdo do dimensionamento e respectiva verificagdo, bem como para a
execucdo da obra. Estes projectos devem ser submetidos a verificagdo e aprovacdo das entidades
competentes, de acordo com a legislacdo em vigor.

Uma estrutura metdlica € constituida por diferentes elementos estruturais que se encontram
ligados entre si pelas mais variadas formas. As ligacdes devem pois garantir a transferéncia de
esforcos considerados no projecto estrutural como um todo, bem como garantir a devida
resisténcia nas ligacdes ao exterior.

De acordo com este regulamento, os valores caracteristicos das propriedades mecanicas do

aco a considerar sdo as apresentadas na tabela 1, de acordo com a norma Portuguesa NP 1729

(1981).
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Tabela 1 - Tipos de aco e designa¢des na constru¢io metilica.

DESIGNACAO TENSAO DE TENSAO DE ACO
ACTUAL CEDENCIA (MPA) RUPTURA
=Jyd (MPA) = f;zd
$235 235 360 Fe360
S275 275 430 Fe430
$355 355 510 Fe510

Podem ser utilizados acos de qualidade diferente, desde que possuam caracteristicas
mecanicas ndo inferiores as do ago S235. As restantes propriedades mecanicas do ago, a
temperatura ambiente, sdo consideradas constantes, como por exemplo, o médulo de elasticidade
igual a E:2,06XIO5 [MPa], o coeficiente de Poisson igual a v = 0,3 e o resultante médulo de
rigidez transversal igual a G = 0,8x10° [MPa].

A classificagdo de agos apresentada pode ainda ser complementada com letras JR, JO, J2 e
K2 que representam o nivel de qualidade do ago no respeitante a soldabilidade e aos valores
especificados do ensaio de choque. A qualidade aumenta para cada designacdo de JR a K2. Para
uma descri¢do mais detalhada da qualidade de agos, deve-se consultar a norma EN10025.

Os elementos de ligacdo mecanicos (rebites, parafusos, porcas, anilhas, metal de adigdo,
etc.) devem satisfazer as especificagdes das respectivas normas. Os valores caracteristicos das
propriedades mecénicas a adoptar para o ago devem obedecer a mesma legislagdo. No caso de
adicao de metal para o processo de soldadura, as propriedades do aditivo ndo deverao ser inferiores
as dos materiais de base, tendo em consideragdo os pormenores metaltirgicos envolvidos no

Pprocesso.

2.1 — Disposicdes de projecto

Nao devem ser utilizados elementos estruturais de espessura inferior a 4 [mm], devendo os
elementos directamente ou expostos em condi¢des especiais de utilizagdo (ambientes corrosivos),
adoptar valores superiores ao indicado.

De acordo com o artigo 13 do presente regulamento, os elementos principais das estruturas
planas devem, quando possivel, possui sec¢des simétricas relativamente ao plano médio dessas
estruturas. Nas ligacdes concorrentes de varios elementos estruturais, deve ser considerado o facto

das linhas médias concorrerem num ponto (n6), conforme figura 15.
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Fig. 15— Exemplos de ligacdes em elementos de estruturas.

Caso ndo seja possivel efectivar as disposi¢des construtivas definidas neste artigo, devera
ser considerado o efeito secundario dai resultante.

Nos elementos estruturais devem ser evitadas as variagdes bruscas da drea e forma da
seccdo recta ou enfraquecimentos localizados. As ligacdes metdlicas podem ser efectuadas por
rebitagem, soldadura ou por parafuso.

Nas ligacOes por rebites, o didmetro nominal deverd ser 1 ou 2 [mm] inferiores aos
diametros dos furos. Estes deverao ficar totalmente preenchidos apds a operagdo de cravamento.
Outro dos condicionalismos para a execugao deste tipo de ligacdo, obriga a que o referido didmetro
nominal ndo seja inferior a maior espessura do elemento a ligar. A espessura total do elementos a
ligar ndo deve, em geral, exceder cinco vezes o didmetro do furo e, em caso algum, exceder seis

vezes e meia esse didmetro, conforme figura seguinte.

Rebite de cabeca DIN 124-B
redonda - ISO R1051

o
i
o

@D,

Fig. 16 — Exemplos de ligacdes por rebites.

Em conformidade com o referido no paragrafo anterior, pode ser referido que:
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¢d <1a?2¢D
¢d > maior e, (eq. 5)
e <5¢D

No caso de diametros inferiores a 14 [mm], a espessura total a ligar deverd ser limitada a
quatro vezes o diametro.

Relativamente a respectiva disposicdo, deverdo ser respeitados os condicionamentos

apresentados na figura seguinte

i ! e
e
gl e e D
o
} —pl— I”

Fig. 17 — Posicionamento dos furos dos rebites no processo de ligagao.

2¢D < a <3¢D
1,5¢D < b <2,5¢D

3¢D < ¢ <7¢D (ambientes muito agressivos)

(eq. 6)

30D <c<10¢D (ambientes pouco ou moderadamente agressivos)

As ligagdes por parafusos podem ser concorrentes ou pré esforcadas, sendo o
funcionamento destas dltimas assegurado pela existéncia de forcas de aperto e de atrito, resultantes
do processo de aperto, que se opdem ao desencosto e deslizamento dos elementos ligados. Nas
ligacdes pré-esforcadas devem ser utilizados parafusos de classe de qualidade 8.8, ou superior. A
especificacdo de parafusos pré—esforcados nos projectos deverd incluir a indicacdo dos
correspondentes momentos de aperto.

Nas ligacOes por parafusos, o didmetro do furo ndo deverd exceder em mais de 2 [mm] o
diametro do liso da espiga dos parafusos, excepto se esse didmetro for superior a 24 [mm)],
situacdo em que o referido limite deverd ser aumentado para 3 [mm]. Para locais em que se exija
grande rigidez na ligacdo, poderd ser necessdrio adoptar tolerancias inferiores as indicadas, ver

figura seguinte.




Mecdnica Estrutural I 20

Para as ligagdes parafuso porca, a dimensdo dos elementos em consideracdo deverd

obedecer as seguintes recomendagdes.

[2e +e,+h+n

n<0.3d (eq.7)
Para as ligagdes parafuso pega roscada, a dimensdo deverd obedecer ao seguinte critério.
[2e+d
[>2e+1.5d
j=l-e (eq. 8)

Os valores de “p” e “q” deverao ser determinados em fungao do tipo de furo

o
(5} — <
4] \
A
= CL 14"
=
Mg
Parafuso e porca Parafuso e peca roscada

Fig. 18 — Exemplos de ligacdes por parafusos.

A disposi¢ao dos parafusos devera ser semelhante a utilizada para os rebites, ver figura 17.

Nas ligacdes soldadas, deve-se ter em consideragdo o estado de tensdes criado pelo proprio
processo, evitar a concentragdo excessiva da soldadura, evitar soldar elementos de espessura
superior a 30 [mm]. No projecto devem ser tidas em consideracdo as condi¢des de execugdo e
montagem a que se refere o artigo 65 do regulamento REAE.

Os corddes de soldadura previstos na regulamentacdo sio de dois tipos. O corddo de topo é
utilizado para unir pecas posicionadas topo a topo, no prolongamento umas das outras,
independentemente de possuirem ou nao eixos coincidentes. O corddo de angulo € utilizado para

ligacdo de elementos que se sobrepdem ou que se intersectam, conforme figura 19.
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Fig. 19 — Exemplos de corddes de soldadura.

As dimensoes caracteristicas dos corddes de soldadura e que condicionam economicamente
a solucdo, sdo a espessura € o comprimento. A espessura do corddo de topo € definida em funcio
da espessura do elemento mais delgado a incluir no processo de ligacdo. No caso de corddes de
soldadura em angulo, a espessura serd considerada igual a altura do triangulo isésceles inscrito na

seccdo do corddo, ver figura 20.

Fig. 20 — Exemplos de espessuras de cordao.

O comprimento do cordao de soldadura deverd descontar a contribui¢ao dos crateres, nos

casos em que estes se formam, coincidindo ou ndo, com o comprimento total nominal, ver figura
21.

c | L i c
[
RS TED
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| — comprimento de dimensionamento
|, — comprimento total
¢ — comprimento de cada crater de extremidade (=a)

Fig. 21 — Exemplos de comprimentos do cordio de soldadura.

As dimensdes envolvidas num projecto de soldadura devem, de acordo com o artigo 29 do
REAE, verificar algumas regras de execu¢do, nomeadamente, a espessura dos corddes nio deve
ser inferior a 3 [mm], a espessura dos corddes de angulo ndo devera ser superior a 0.7 da menor

espessura dos elementos a ligar, os corddes de topo continuos devem ocupar toda a extensdo da
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justaposi¢do, enquanto que os corddes de angulo continuos nido deverdo apresentar comprimento
inferior a 40 [mm].

Nos corddes de topo descontinuos, o comprimento de cada troco ndo deverd ser inferior a
quatro vezes a espessura do elemento mais fino a ligar e o intervalo entre dois trocos sucessivos
ndo deve exceder doze vezes aquela espessura.

No caso dos corddes de angulos descontinuos, o comprimento de cada troco ndo devera ser
inferior a quatro vezes a espessura do elemento mais fino a ligar. O intervalo entre dois trogos
sucessivos ndao deve exceder dezasseis vezes aquela espessura, no caso de elementos sujeitos a
esforcos de compressdo, e a 24 vezes essa espessura, no caso de elementos sujeitos a esforcos de
trac¢ao.

Para diferentes tipos de soldadura de topo, soldaduras por entalhe ou de corddes de

soldadura opostos, deverdo ser consultados os artigos 30 a 37 do referido regulamento.

2.2 — Verificacio de seguranca — critérios gerais

A verificacdo a seguranca das estruturas de ago para edificios deverd ser efectuada de
acordo com os critérios estabelecidos no RSA (regulamento de seguranca e acgdes de estruturas de
edificio e pontes). Para as estruturas de aco ou de outro material, deverd ser definido o tipo de
estados limites a considerar, os coeficientes de seguranca, as respectivas propriedades dos
materiais, bem como as teorias de comportamento estrutural adequadas, assim como as regras
particulares de projecto e construgao.

Entende-se por estado limite, um estado a partir do qual se considera que a estrutura fica
prejudicada total ou parcialmente na sua capacidade para desempenhar as func¢des para que foi
concebida. Consideram-se dois tipos de estados limites:

a) estados limites dltimos, cuja simples ocorréncia provoca a perda de estabilidade da
estrutura, o seu colapso ou outra consequéncia particularmente gravosa;

b) estados limites de utiliza¢do, de cuja ocorréncia com determinada duracido ou repeti¢cao
resultam prejuizos no desempenho da estrutura sem a perda de estabilidade. Os estados limites de
utilizacdo sdo definidos para duracdes de referéncia de trés ordens de grandeza. Muito curta,
correspondendo a duragdes que totalizam poucas horas no periodo de vida da estrutura, curta,
correspondendo a duragdes da ordem de 5% do periodo de vida da estrutura, longa,

correspondendo a duracdes da ordem de metade do periodo de vida da estrutura.
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2.2.1 - Estados limites altimos

Sao exemplos de estados limites dltimos a deformacao excessiva em seccdes ou elementos
da estrutura, a instabilidade de elementos da estrutura ou da estrutura no seu conjunto, a
transformacgdo da estrutura em mecanismo, € a perda de equilibrio de parte ou conjunto da
estrutura, considerada como corpo rigido. De acordo com o artigo 39 do presente regulamento, os
estados limites dltimos a considerar poderdo ser relativos ao estado limite dltimo sem que ocorra
plastificacdo, ao estado limite dltimo de encurvadura (instabilidade de elementos), ao estado limite
de perda de equilibrio (considerando o derrubamento ou deslocamento da estrutura considerada
como um corpo rigido) e ao estado limite dltimo de resisténcia com plastifica¢do, correspondentes
a ocorréncia de deformacdes plasticas em certas seccdes ou mesmo a transformacao da estrutura

ou de parte dela num mecanismo, por formagdo de rétulas plésticas.

2.2.2 - Estados limites de utilizacao

A verificacdo a seguranca destes estados limites deve ser efectuada em termos de
parametros que definem esses estados limites, devendo os valores que tais parametros assumem,
devido as acgdes, ser em geral, iguais ou inferiores aos valores adoptados para quantificacdo
desses estados. A defini¢do desses parametros deverda ser feita pela teoria da elasticidade, da
mecanica dos materiais € do processo de combinagdo das accdes prevista no RSA.

Sdo exemplos de estados limites de utilizagdo a deformagdo ndo compativel com as
condicdes de servico da estrutura. Para os estados limites de deformacao, devera ser considerado o
estado limite de curta durag@o e definidos os valores de flechas indicados em fun¢do dos vaos em
estudo. No caso de vigas de pavimentos devera ser adoptado uma flecha inferior ou igual //400,
no caso destas suportarem divisérias correntes o valor da flecha deverd ser inferior a //500. Os
valores admissiveis para as madres de cobertura com materiais correntes de revestimento, devera

ser adoptado um valor de //200.
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2.3 — Verificacio de seguranca — elementos estruturais

A verificacdo da segurancga, de acordo com os critérios gerais referidos, pode ser feita em
termos de estados limites, quer comparando os valores dos parametros por meio dos quais sdo
definidos esses estados (extensdes, deformagdes, largura de fendas, etc.) com os valores que tais
parametros assumem devido as ac¢des aplicadas, quer em termos de acg¢des, comparando os
valores das ac¢Oes aplicadas com os valores das ac¢des do mesmo tipo e configuracdo que
conduzem a ocorréncia dos estados limites, quer em termos de grandezas relaciondveis com as
accdes e com os parametros que definem os estados limites, comparando os valores que tais
grandezas assumem quando obtidos a partir das ac¢des com os valores que assumem quando
obtidos a partir dos valores dos parametros que definem os estados limites (as grandezas
escolhidas sao, em geral, esforcos ou tensdes).

Os estados limites a considerar e as teorias de comportamento estrutural que permitem
relacionar as acgdes, os esforcos, as tensdes e os parametros por meio dos quais sdo definidos os
estados limites, sdo estabelecidos nos regulamentos relativos aos diferentes tipos de estruturas e de
materiais.

As regras para efectuar a verificacdo da seguranga nos termos anteriormente indicados sio
definidas tendo em conta os critérios de quantificacdo e de combinacdo das ac¢des estabelecidos

nos regulamentos referidos.

2.3.1 — Estado limite ultimo de resisténcia sem plastificacdo

N

Os elementos estruturais que devam ser verificados a seguranga para estados limites
ultimos de resisténcia, sem plastificacdo e que estejam submetidos a estados de tensdo simples ou

de corte puro, devem satisfazer uma das condi¢des seguintes:

a) para o caso de tensdes normais: Oy, <O,

b) para o caso de tensdes tangenciais: 7., <17,

em que, O,,7g, representam valores de calculo das tensdes solicitantes, enquanto que O ,,,7 .,

representam o valor das tensdes resistentes de calculo. Os valores de célculo das tensdes actuantes
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devem ser determinados de acordo com as teorias da elasticidade ou da mecanica dos materiais e
considerando as combinacdes de acgdes e os coeficientes de seguranga especificados no RSA para
os estados limites ultimos que ndo impliquem perda de equilibrio ou fadiga.

Os valores de cdlculo dos esfor¢os actuantes, no caso de se poder considerar linear a
relacdo entre as acc¢des e os esforcos, devem ser obtidos considerando as regras de combinagdo
fundamental ou acidental.

No caso da combinacdo fundamental, o valor do efeito solicitante de cédlculo devera ser

determinado pela expressdo seguinte.

m

Sa=)_VaScu + V4| Son +ZV/0jS@k (eq.9)
i J=2

i=1

Esta expressdo caracteriza a combinacdo fundamental, na qual intervém as acgdes
permanentes e as accdes varidveis. As acgdes permanentes devem figurar em todas as
combinacdes, sendo representadas pela primeira parcela e pré multiplicadas pelo respectivo
coeficiente de seguranca, normalmente com o valor de 1.5. As accOes varidveis apenas devem
aparecer quando os respectivos efeitos forem desfavordveis para a estrutura, devendo ser pré
multiplicadas por um segundo coeficiente de seguranca (1.5). A segunda parcela representa a
accdo varidvel considerada como base na combinacdo, enquanto que as restantes deverao ser pré
multiplicadas por um coeficiente de redugdo. Este coeficiente de reducdo depende da ac¢do em
causa, que no caso da sobrecarga podera tomar diferentes valores, no caso do vento e da neve pode
tomar o valor 0.6.

No caso de acgdes permanentes cujos valores possam ser previstos com muito rigor, o

coeficiente de seguranga } , podera ser reduzido até 1.35.

Nesta expressao, cada parcela pode ser identificada da seguinte forma:
e S., - esforco resultante de uma ac¢do permanente, tomada com o seu valor
caracteristico;
® Sy - esforco resultante da acgéo varidvel considerada como acgdo de base da
combinacdo, tomada com o seu valor caracteristico;
® Sou - esforgo resultante de uma acgdo varidvel distinta da ac¢do de base, tomada com
o seu valor caracteristico;

® }, - factor parcial de seguranga relativo as ac¢des permanentes;
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3, - factor parcial de seguranga relativo as acgdes variaveis;
® y,, - coeficientes de redugdo correspondentes a acgéo variavel de ordem j.

No caso da combinagdo acidental, como por exemplo a accdo do fogo, o valor do efeito

solicitante de cdlculo devera ser determinado pela expressao:

Sau = Z Yor Gy + ¥, 00, + Zl/fz,f Oy, + Z 4,() (eq. 10)

Nesta expressdo, G, representa o valor caracteristico das ac¢des permanentes, ( ;| o valor
caracteristico da acg¢do varidvel principal, Q,, os valores caracteristicos das restantes acgdes
varidveis e A,(t) os valores de calculo de ac¢oes de exposi¢do ao fogo, tomada com o seu valor
nominal, de acordo com secc¢des 4 e 5 [7]. O coeficiente de seguranga }., representa o valor
parcial para acgOes permanentes na situa¢do de acidental e os coeficientes de redugdo ¥, e y,,

deverdo estar de acordo com os mesmos documentos.
Os valores de célculo das tensOes resistentes deverdo ser determinados pela expressao

seguinte.

Ori = fyd
1 (eq. 11)
TRd = Efyd

em que f, representa o valor de cdlculo da tensdo de cedéncia do material, que no caso dos agos

convencionais possuem um valor caracteristico, a temperatura ambiente, igual ao especificado na
tabela 1.

No caso de estados de tens@o duplos, a verificagdo a seguranga implica a observancia da
condicdo expressa na equagdo seguinte, tendo em consideracdo que o valor da tensdo solicitante de

calculo deverd ser determinado segundo um critério de resisténcia especifico.

_ 2 2 2
O-Sd,rqf - \/ O-Sd,,\‘ + O-Sd, y O-Sd,x X O-Sd, y + 3TSd,,\‘y (eq. 12)
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O valor da tensao resistente de cédlculo possui o significado anteriormente definido, enquanto que a

tensdo solicitante de cdlculo equivalente (de referéncia) o, , critério de plasticidade de Von

Mises — Hiiber, devera ser determinada em funcdo do tensor das tensdes instalado em cada ponto

do elemento estrutural. Nestes casos, € possivel determinar um estado de tensdo instalado que

devera ficar situado no interior da curva de interaccao representada na figura seguinte.

’_,.-'—'_'_'_'_'__\_\_‘_"\-\.
T \
//200 ] \
B ,// SigmaZ2 }
L 100 I
/ /
200 100 0 100 200
¥ Sigmal s
/ e
f -100
[ e
\\ 200 ///
‘\-\_\_\_\__'_,_,_,-—'—'/f—/

Fig. 22 — Curva de interaccio para estados duplos de tensio (critério von Mises — Hiiber) para o caso de um a¢o S235.

2.3.2 — Estado limite ultimo de encurvadura por varejamento

A verificacdo a seguranca em relacdo ao estado limite dltimo de encurvadura devera ser

determinada para todos os elementos sujeitos a esforcos de compressao em que se verifique o risco

de um fendmeno instabilidade ocorrer num elemento estrutural, ver figura seguinte. Nestes casos, a

condic¢do a verificar devera ser a seguinte:

o
—
o
= 3
o
i)
2 <z gz

Fig. 23 — Modos de encurvadura de coluna bi-articulada.

(eq. 13)
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em que o valor da tensdo solicitante de calculo devera ser determinado de acordo com a seguinte

expressao.

N Sd

= od (eq. 14)
A

O-Sd

Na expressdo anterior, N, representa o valor de calculo do esfor¢o normal actuante, determinado

tendo em consideracdo as combinacdes de accdes e os coeficientes de seguranca referidos no

regulamento RSA. O parametro 4 refere-se a drea da seccdo transversal do elemento em estudo e

¢ representa um coeficiente de encurvadura, em funcéo da esbelteza 4 do elemento estrutural, e

que se encontra representado na figura seguinte em fun¢ao da esbelteza.

Coeficiente de encurvadura

—8235 — S275 — 8355

Esbelteza

Fig. 24 — Coeficiente de encurvadura para diferentes tipos de materiais.

Tabela 2 — Valores do coeficiente de encurvadura.

COEFICIENTE DE
TIPO DE ACO | COEFICIENTE DE ESBELTEZA A ENCURVADURA @9

A<20 =1

S235 20< A<105 ©=1.1328—-0.006641
A>105 @ = 4802/ 1*
A1<20 p=1

S275 20< A1<96 @ =1.1460-0.007304
A>105 @ =4103/ 1
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A<20 p=1
$355 20<A1<85 @ =1.1723-0.008621
A>85 p=3179/2

No dominio linear, a carga critica de Euler podera ser determinada a partir da equagdo de
equilibrio deste tipo de elemento estrutural. Partindo de uma solicitagdo equivalente a da figura 23
e admitindo conhecidas as caracteristicas mecanicas do material e as caracteristicas geométricas da
seccdo do elemento, a posi¢do momentanea do elemento difere da posi¢do natural (linha recta

entre apoios), por um deslocamento y(x), correspondente 2 flecha para uma dada secgdo ao longo

do comprimento do elemento.
A determinacdo da configuracdo de equilibrio passa pela determinagdo da deformada,

expressa pela equacao seguinte:

d

"y
EI o =M(x) (eq. 15)

Nesta equacdo, M (x)=—P.y(x), pelo que substituindo o valor do momento se obtém:

d’ P
de; + E y=0 (eq. 16)

Substituindo P/EI =k*, a equagdo diferencial pode escrever-se:

dzy

W+k2y20 (eq.17)

A equacdo diferencial homogénea pode ser resolvida pelos métodos tradicionais, admitindo como

solug@o uma expressao do tipo harmoénica.

y(x)=C, sin(kx )+ C, cos(kx) (eq. 18)
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As constantes de integracdo sdo funcdo das condi¢des de apoio. Para o tipo de problema

representado na figura 23, os deslocamento sdo nulos nas extremidades, pelo que:
c,=0 , C sin(kx): 0 (eq. 19)

Para além da solucdo trivial nula, a equagcdo anterior pode apresentar uma posicao de

equilibrio indiferente, para um valor indeterminado da primeira constante de integracao.
sin(kx): 0 = kL=nn , n=123,. (eq. 20)

Esta solucgdo corresponde aos trés primeiros modos de encurvadura (ver figura 23), e a que

correspondem trés valores de carga critica, dados por:

'’ El
‘P(,’r = T (eq. 21)
O valor mais baixo da carga critica, n=1, designa-se por carga critica de Euler. A partir

deste valor € possivel calcular o valor da tensdo critica, correspondente ao valor da tensdo normal

média na sec¢do, exprimindo o momento de inércia em funcao do raio de giragdo.

P, TE T©E

cr

ATy E

(eq. 22)

Nesta expressdo, A representa o coeficiente de esbelteza do elemento.
Atendendo ao estado limite a considerar e aos estado limite dltimo sem plastificacdo, o
dimensionamento destes elementos encontra-se limitado pelas curvas correspondentes aos

respectivos estados limites.
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Euler(ccr)

5 f
/ Limite plastico (fy)

Encurvadura
néo
elastica

—

Esbelteza (3.)

Plastico Inelastico Elastico

Fig. 25— Variac¢do da tensdo critica com a esbelteza.

No caso de elementos estruturais sujeitos a flexdo e a compressao, os valores de calculo das
tensdes actuantes devem ser determinados por teorias apropriadas, convenientemente comprovadas
pela experiéncia, sendo adoptado neste regulamento o critério especificado pela norma belga NBN

B51001, de acordo com a seguinte expressao.

C Mmax C ‘ r‘nax‘
oy = ];[“" + xS + y_ Sy (eq. 23)
Q
O =N | (L) N
vV & V) Nﬁ‘y
1.8 1.8

Nesta expressdo, Mg, e Mg, representam valores solicitantes de cdlculo dos momentos
L (Y34

flectores maximos relativos aos eixos principais de inércia da secgdo, “x” e “y”, respectivamente,

[

em que “x” corresponde ao eixo de maior momento de segunda ordem. O cociente //v representa

o médulo de flexdo, enquanto k representa o coeficiente de bambeamento, que depende das
caracteristicas geométricas dos perfis a utilizar e que no caso de perfis Europeus IPE variam de

acordo com a figura seguinte.
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—85235 — 8275 —S355

0 500 1000 1500 2000 2500

Fig. 26 — Coeficiente de bambeamento para perfis IPE e para diferentes tipos de materiais.

Neste grafico, [,h,b,e representam respectivamente, o vao do elemento flectido, a altura do

elemento, a largura dos banzos e a espessura destes ultimos.

(Y4 (X34

Ny e N, representam as cargas criticas de Euler, segundo as direcgdes “x” e “y”.
Os coeficientes ¢, e ¢, podem ser aproximados pelo valor 0.85 no caso de estruturas de

nés moveis. Para estruturas de nds fixos, em que os membros nao estejam sujeitos a cargas

transversais aplicadas ao longo dos elementos, o valores de ¢, e ¢, podem ser determinados pela

seguinte expressao.

2
c=_0.3 1+% +0.4><% (eq. 24)

1 1

M, representam os momentos nas extremidades e deverdo ser introduzidos com o respectivo valor

algébrico.

No caso de n6s fixos com cargas transversais ao longo do elemento, os valores de ¢, e ¢,

podem ser determinados pela teoria da estabilidade eléstica, a que corresponde, simplificadamente,
¢ =0.85 para elementos encastrados, e ¢ =1 para o caso de elementos articulados na extremidade.
Salvo justificagdo devidamente fundamentada, os elementos estruturais com esbelteza
superior a 180 apenas poderdo ser utilizados em func¢des de contraventamentos, ndo excedendo em
caso algum o valor de 250.
A determinacdo do coeficiente de encurvadura tem em consideracio os efeitos de segunda
ordem, tendo os resultados sido obtidos pela formula de Euler, no caso dos elementos se

encontrarem dentro do regime eldstico (zona direita da figura 25) e tendo sido utilizado um
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coeficiente de seguranga igual a 1.8. Para o caso de elementos menos esbeltos (A<20), o
coeficiente € igual a unidade, uma vez que os referidos efeitos de segunda ordem sio desprezados.
Para os elementos de esbelteza intermédia admite-se que os valores deste coeficiente variam

linearmente entre os anteriormente referidos.

2.3.3 — Estado limite ultimo de encurvadura por bambeamento

Nos casos de elementos estruturais sujeitos a esforcos de flexdo em que haja risco de
bambeamento (encurvadura lateral torsional), a verificagdo da seguranca em relacdo ao estado
limite dltimo de encurvadura devera ser determinada em funcdo da inequacdo 13. O valor da

tensdo solicitante de calculo deverd ser determinado pela expressao:

Mgzlax
GSa' = Ll
k—
1%

(eq. 25)

max

em que Mg~ representa o valor de cdlculo do momento flector actuante maximo no elemento,
tendo em consideracdo as combinacOes das accdes previstas e respectivos coeficientes de
seguranca. O parametro k£ possui o mesmo significado da figura 26, enquanto que o médulo de

flexdo //v € facilmente determinado por tabelas semelhantes a apresentada para um material do

tipo S235.
Tabela 3— Coeficiente de encurvadura por bambeamento.
TIPO DE ACO | RELACAO GEOMETRICA DA SECCAO COEFICIENTE DE ENCURVADURA Kk
Ih =
<250 k=1
e
lh k=1-396x10"" )
$235 250<-—<711 - be
be ”
lh = hald
711<-~ <2500 k=569/
be
Em que: / representa o vao do elemento flectido, he baalurae largura da respectiva sec¢do, e € o valor da espessura do banzo.

Este fenémeno de instabilidade é caracterizado pela ocorréncia de deslocamentos laterais,
na direc¢c@o ortogonal ao plano de carregamento, resultado dos esforcos de compressdo exercidos

no banzo inferior.
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Um elemento de viga apoiado em suportes de forquilha, figura 27, que impecam a rotagao
das seccOes extremas em relacdo ao eixo longitudinal, submetido ao estado de flexdo pura

incremental M, origina um comportamento semelhante ao representado na figura 28.

Plan

. A P
£
===
—
r_-l_l-_'l
E ;
S

Deslocamento no plano Deslocamento lateral

Fig. 28 — Relac¢io forca — deslocamento nas fases de pré e pés encurvadura.

O incremento progressivo da carga implica um deslocamento vertical no plano do
carregamento, até ao momento de bifurcacdo, a partir do qual o elemento estrutural possui um
movimento lateral associado ao movimento de rotagao da seccao.

No dominio elédstico, o valor do momento resistente maximo deverd ser dado pelo

correspondente valor critico, determinado pela expressdo seguinte.

2
T EIl, 1
M, =—=>x [+ ZGJ
L / n°El

y y

(eq. 26)

Nesta expressdo verifica-se que o valor de Mcr depende do material (E - mdédulo de
elasticidade, G - modulo de elasticidade transversal) e das caracteristicas geométricas da sec¢ao

recta da viga (/, - momento de segunda ordem em relacdo ao eixo de menor resisténcia, I, -

constante de empenamento e J a constante de tor¢cao da sec¢do).
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Para determinacdo da expressdo anterior, considera-se o caso de uma viga sujeita a um
carregamento de flexdo uniforme, simplesmente apoiada, com sec¢do recta duplamente simétrica,

ver figura anterior. A viga pode encurvar de acordo com o sistema de equagdes diferenciais [21].

(E1,u") +(M,0) =0 )

(E1,0") —(GIo) +(Mu")=0

77

A primeira equagdo exprime a igualdade entre a resisténcia a flexao (EI ),u”) e a accdo de flexdao
lateral —(M,¢) causado pela rotagdo da sec¢do. A segunda equagdo exprime a igualdade entre a

soma da rigidez interna de empenamento e de tor¢ao |:(E1“¢”)”—(GJ¢’)’} e o valor do momento

distribuido, gerado pelo empenamento e rotagdao do elemento, durante o processo de instabilidade.
Uma solugdo possivel para o sistema de equacgdes (27) pode ser verificada através da

substitui¢do da expressdo (28), ou utilizando uma fungdo aproximada polinomial quadratica (29).

ﬁzg:”’n EW (eq. 28)
5 6 L,

2
u_9_z Z (cq. 29)
6 6 L I

Nestas solugdes possiveis, d € 6 representam os valores de » e de ¢ a meio vao da viga,

enquanto que z representa a coordenada do comprimento do elemento, tendo em consideracdo o
valor do momento aplicado nas extremidades A .

O elemento estrutural devera verificar as equagdes de equilibrio, bem como a equacdo da
energia (30), que representa a igualdade, durante o processo de instabilidade, entre a energia
armazenada por flexdo, empenamento e tor¢do e o valor do trabalho realizado pelo momento de

flexdo M .

L L
% | (ELu"+EL9" +GJ¢? iz +% [2M pudz=0 (eq. 30)
0

0
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A substituicdo das expressdes propostas para a solucdo dos modos de encurvadura, e de
todas as respectivas derivadas, na equacido da energia, permitem obter um sistema homogéneo,
dando origem ao valor do momento critico em regime eldstico M. Este valor depende das
condi¢des de empenamento no apoio e do comprimento efectivo do elemento. Esta dependéncia é

traduzida pela introducdo de factores k, e k na equacdo 26.

_7'El, iziJr(kL)zGJl
“ &Ly \\k, ) 1, #°EI

w

(eq. 31)
yl

O factor relacionado com o empenamento da sec¢do nos apoios, k,,, deverd ser aproximado pelo

valor unitdrio, nos casos em que seja possivel verificar este fendmeno, caso contrario deverd ser
escolhido um valor inferior. O valor do factor de comprimento, k , depende das condicdes de apoio

e de constrangimento lateral, ver figura seguinte.

Fig. 29 — Factor de comprimento de encurvadura.

No caso de elementos de barra articulados nas duas extremidades, devera ser considerado o
comprimento tedrico dos elementos.

No caso de elementos com apoios de encastramento total, e no caso de ndo existir a
possibilidade de deslocamento transversal de um apoio relativamente a outro, 0 comprimento de
encurvadura deverd ser considerado igual a metade do comprimento tedrico do elemento.

No caso de elementos que apresentem uma extremidade livre e outra encastrada, o
comprimento encurvadura deverd ser considerado igual ao dobro do respectivo comprimento
tedrico.

No caso de estruturas triangulares planas, cuja geometria obedeca ao descrito no artigo 13

do regulamento REAE, o comprimento encurvadura dos elementos que a compdem deverd ser
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considerado igual a 80% do respectivo comprimento tedrico dos elementos, no plano da estrutura.
Esta condi¢cdo obedece a que os elementos de ligacdo em cantoneira devam possuir um nimero
minimo de elementos de ligacdo na extremidade.

No caso de poérticos planos de nds considerados rigidos, pode considerar-se em geral, o
comprimento encurvadura igual 80% do comprimento tedrico.

Um tipo de carregamento diferente origina uma expressdo para 0 momento critico

diferente. Esta dependéncia pode ser introduzida através de um factor de correc¢ao @,,, de acordo

com a seguinte expressao.

M, *=M_xa, (eq. 32)

Tabela 4 — Parametro de uniformiza¢io de momento, para diferentes tipos de carregamento.

ELEMENTO DE VIGA DISTRIBUIgéEOC?gliVI OMENTO o M INTERVALO
"
MO Jem ® ~<] 5 1.75+1.058+038% -1<f<1
M
QL/2[1-2a/L]
%Q JzQ 2a Y 2a
a ® 1.0+0.35(1——\ 0<—x«<l1
L, L
B3QL/16 QL/4[1-3B/8]
3 1.35+0.15/ 0< /5 <0.89
@
L2 L2 -1.2+3.06 0.89< <1
[53QL/164\J6
$Q
QL/4[1-4aa/LL] 2
2
G 1.35+0.4 %\ 0<2 <1
® L, L
BQLL/12 q BQLL/12 QLL/8[1-2B/3]
1.1340.12/5 0<f<0.75

QMD @ —2.38+4.86 0.75< <1

57 porwiz. N

O valor de tensao critica devera ser determinado pela expressao seguinte, dividindo o valor

do momento critico pelo respectivo valor do médulo eléstico da secgao.
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<

o, =—< (eq. 33)

cr

N

2.3.4 — Estado limite ultimo de resisténcia com plastificacao

Na verificacdo a seguranca em relacdo aos estados ultimos de resisténcia pode ser
considerado o comportamento elasto-plastico dos elementos de uma estrutura, quer por correc¢ao
dos valores de célculo das tensdes determinadas em regime eldstico, quer por aplicagdao do método
das rétulas plésticas, quer ainda através da utilizagdo de métodos avancados de célculo em regime
nao linear geométrico e material.

No caso de se utilizar o método correctivo, a plastificagdo resultante ndo deverd exceder a
correspondente a uma extensao pléstica de 7,5% da extensao que se verifica quando ¢é atingida a
cedéncia do aco. Para este efeito, o valor da tensdo de cedéncia devera ser tomado igual ao valor
das tensoes resistentes de cédlculo.

No caso de utilizacdo do método das rotulas plésticas, deve ser considerado que os agos
devem poder suportar todas as deformacdes plasticas necessarias para formagao de todas as rétulas
plasticas previstas no mecanismo de rotura, que as tensdes de plastificagdo devem ser tomadas
iguais aos valores de cdlculo das tensdes resistentes dos acos. Deve ser considerada a influéncia
dos esfor¢os axiais e transversos na formacdo e comportamento de rétulas plasticas e verificado
que ndo ocorrem deformacdes inadmissiveis ou fendmenos de instabilidade, localizados ou de
conjunto, antes da formacao da ultima rétula pléstica. As ligagcdes entre os elementos da estrutura
devem ser capazes de transmitir esforcos decorrentes da formacao de rétulas plasticas. As ac¢des
resistentes determinadas por aplicacdo deste método devem ser divididas por 1.2, para a obtengao
dos correspondentes valores de calculo a utilizar na verificagao da seguranga.

Considere-se o caso de plastificacio na flexdo de elementos de viga, admitindo um
comportamento material com cedéncia, mas sem endurecimento por deformacdo, ver figura

seguinte.
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Fig. 30 — Formacio de rétula plastica.

O momento de flexdo provocado na sec¢io pode ser determinado em fung¢do do campo de

tensdo instalado, considerando dois tipos de forcas instaladas (eldstico (& =1) e o pldstico (a = 0))

a
F=—bco,
2 (eq. 34)
F=(0-akco,
trai ; § % F2 3
strain )
_—3
é o >|:1 <
O<e<ey £>¢gy e>>¢gy = g:
I
= 2
stress . .
| o
F2
0O<o<oy o= 0oy o= 0y o=oy
Fig. 31 — Relac¢io tensiio deformaciio na sec¢éio recta em varios instantes.
doc 3-a’
2
M= TFl +(+a)F, = b’ o, (eq. 35)

Quando a cedéncia do material comega, a varidvel a =1 e o momento, denominado eléstico, vale:

) ) (eq. 36)
Yy 3 Yy

Quando se verifica a cedéncia do material em toda a seccdo, a varidvel @ =0 e o momento,

denominado plastico, vale:
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M, =bc’o, (eq.37)

Estes valores dizem respeito a uma secgdo recta rectangular. O factor de forma, definido pelo

quociente entre estes dois valores tipicos de momentos flectores, vale 1,5.
A curvatura da sec¢io da viga, dada pela relagdo utilizada no dominio eléstico k= M/EI ,

pode ser determinada para a zona central ndo plastificada, através da expressao:

2 o, a’c’h o
3 y
= " Fea (ca-39

elastico

Nesta expressdo a varidvel a variaentre O e 1.

Substituindo a equagdo anterior na expressao do momento flector instalado na secc¢ao elasto

plastica, obtém-se:

M=|c-=|—2| bo, (eq. 39)
3| Ek ‘ !

Esta relag@o € vilida para k20, / Ec, ou seja, a partir do instante em que o momento eldstico é

atingido. A relagdo completa entre momento e curvatura pode ser observada no grafico da figura
que se segue. Constata-se que o valor da curvatura ndo necessita de muito grande para que se atinja
o momento plastico. De facto, se a curvatura for quatro vezes superior ao respectivo valor

correspondente a M = M , entdo o valor instalado do momento aproxima-se de 98%M , .

Q
1
—-
=
7
<
]
o
©
~
=
T
<

a=1=>M:=2/3

i (Mpl,y)

[
|
|
[
B S

oy/Ec 20y/Ec K

Fig. 32 -Momento flector versus curvatura.
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A justificacdo fisica para este comportamento reside no facto de que o as tensdes que se
verificam numa pequena zona eldstica sdo inferiores e os respectivos bracos, também pequenos,
acabam por contribuir pouco para o valor do momento.

Na teoria geral de vigas, o efeito dos esfor¢os transverso e normal € desprezado. Admitindo
a seccdo completamente plastificada no ponto de aplicacdo da carga, o momento flector atinge o

valor do momento pléstico (M, ) na posi¢do a meio véo (x=0), diminuindo, linearmente, até ao
valor nulo nas extremidades, ver figura seguinte.

Mply M=Mpl,y(L-x)/L

N7/ L

Fig. 33 — Diagrama de momento flector.
Admitindo que o valor do momento plastico para esta sec¢do € igual a M, | :bczay,

combinando a equacdao do momento ao longo do comprimento da viga com a equacao 35, obtem-

Se:

3—a? L—x 3x
M=""">bc'c =b’0c| —" |losa=]— eq. 40)
3 ‘ L | \ L «

Esta expressao demonstra que a fronteira entre o dominio eldstico e plastico corresponde a

uma pardbola, que se estende para x==L1/3. Embora o material tenha cedido numa extensdo

considerdvel ao longo da viga, apenas foi considerada a sec¢do totalmente plastificada para x=0.
Esta localizacdo infinitesimal é dominada por rétula plastica.

O aumento da carga produzird um aumento da deformacdo, mantendo a tensdo constante
(ver figuras 30 e 31). A zona pléstica ndo aumentara a sua forma, nem a sua extensdo. O elemento
de viga tenderd em assumir uma forma parecida com um mecanismo em “V”, assumindo as zonas
adjacentes a rotula plastica um movimento de corpo rigido. Na realidade, as grandes rotacdes
obtidas na rétula produzirdio um mecanismo de endurecimento por deformacgao, possibilitando o
aumento da carga, incrementando ainda mais as tensoes, espalhando a zona plastificada.

Os fundamentos qualitativos apresentados para a seccdo rectangular podem ser

extrapolados para outras sec¢des (obtidas por laminagem: IPE, HEA, etc.). Quantitativamente, o
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factor de forma M, /M sofre alteragdio (IPE =1,5). A amplitude deste factor néo afecta a

determinacao da carga limite, onde o objectivo serd encontrar uma relacdo entre M acargaea

pl.y?

geometria da estrutura.

2.3.4 — Seccdes uteis

As seccOes a considerar no dimensionamento dos elementos devem satisfazer a um
conjunto de principios, em funcdo do estado limite em verificagdo.

Para o caso dos estados limites dltimos, e para o caso de elementos a trac¢do, devem
descontar-se os furos de rebites ou parafusos, enquanto que no caso de elementos a compressao,
nao deverdo ser descontados os furos. Para o caso dos elementos a flexdo, os momentos de
primeira e segunda ordem deverdo ser calculados em relagdo aos eixos centrais. No célculo das
tensdes normais, a determinacdo do médulo de flexao deverd ser feita descontando os furos
existentes na parte traccionada das seccdes e considerando-os agrupados da maneira mais
desfavoravel.

Para o dimensionamento em relagdo ao estado limite de deformacdo, no calculos das
deformacdes pode ser considerada a drea da seccao bruta dos elementos.

As seccdes dos elementos estruturais devem verificar os estado limites em funcdo do

carregamento a que estao sujeitos.

RESISTENCIA

ELEMENTOS

SECCOES
TRANSVERSAIS

ENCURVADURA
POR
VAREJAMENTO

ENCURVADURA
POR
BAMBEAMENTO

ENCURVADURA
POR CORTE

ENCURVADURA
DO BANZO NO
PLANO DA ALMA

AO
ENRUGAMENTO
DA ALMA

TRACCIONADOS

sim

COMPRIMIDOS

sim

sim

VIGAS (FLEXAOQ)

sim

sim

sim

sim

sim

ELEMENTOS
SUJEITOS A
FLEXAO
COMPOSTA

sim

sim

sim

sim

sim

sim

2.3.5 — Esfor¢os secundarios

No dimensionamento dos diferentes elementos das estruturas devem ser considerados,

quando assumam valores significativos, os esforcos secunddrios provenientes de excentricidades,

deslocamentos resultantes de ac¢des aplicadas e ainda os efeitos da rigidez das ligacdes.
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No caso de cantoneiras ou de outros perfis isolados, traccionados excentricamente em
consequéncia do modo como sdo realizadas as ligagdes, deverd efectuar-se o dimensionamento,
tanto dos perfis como das ligacdes, considerando um esforco de tracc@o superior ao efectivamente

actuante, obtido pela multiplicacdo de um coeficiente de aumento, conforme tabela seguinte.

Tabela 5 — Factores de ampliacdo para efeitos secundarios.

TIPOS DE PERFIS COEFICIENTE DE AUMENTO
Cantoneiras de abas iguais 1.20
Perfis T 1.15
Perfis U (ligados pela alma) 1.10

2.3.6 — Exemplos de aplica¢ao
2.3.6.1 — Dimensionamento de elemento ligaciao

Dimensione o elemento de ligacio AB na estrutura apresentada na figura que se segue, em
fun¢do do estado limite ultimo de resisténcia sem plastificacdo, tendo em consideragdo processos
de ligacdo aparafusada. E ainda conhecido que o esforco de tracgdo no elemento AB deverd ser
majorado de acordo com uma combinagdo de ac¢des regulamentar e dos esforcos plausiveis (peso
proprio (144 [kN]) e esfor¢o aplicado (240 [kN])).

F, =14x144+1.6x240=5856 [kN]

O material dos elementos estruturais é um S355, enquanto que o material dos elementos de ligacao

previsto € classe 8.8, apresentando uma tensdo de cedéncia igual a 640 [MPa] (8x100x0.8=640).

Fed Fed Fed Fed Fad Fed Fsd
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Fig. 34 — Processo de ligaciio do elemento AB ao resto da estrutura.

A primeira escolha para o perfil devera ser o resultado da verificacdo da seguranga em relacao ao

estado limite dltimo de resisténcia sem plastificacao.

O5i <O

A tensdo solicitante de célculo, aplicada na seccao resistente do perfil deverd ser calculada de

acordo com:

_F, _5856x10°

oy = <355x10° &  A2165[em?]
STy

Esta condi¢@o implica a escolha de uma sec¢do resistente igual ou superior a um perfil com as

caracteristicas de L120x80x 10, ver figura seguinte.

Désignation Dimensions Position des axes surface
pee Tl
h | b | t B | o A s ] w v | w ] w | uw | u| oA % 2
kgm | om [ o | om [ o | | @ [ @ | @ | [ @ [ @ | o0 | o | owm | o
L120x80x8" 122 120 80 8 " 55 15.49 383 1.87 823 597 325 419 209 0391 3212 t

L120x80x 10° 150 | 120 80 10 il 55 |1943 [ 392 195 819 601 335 417 215 0391 2601
L120x80x12% 178 | 120 80 12 il 55 2269 | 400 203 814 604 345 416 220 0391 2193

L130x65x8 138 130 65 8 " 5.5/ 15.09 456 137 851 571 248 38 139 0381 3213 h
L130x65x 10 146 130 65 10 " 55 1863 465 145 844 571 257 378 146 | 0381 2602

215 | 500 204 1000 707 361 497 220 0470 2584 I
2534 504 208 1007 709 366 49 23| 0470 2361 1 t rz

L150x90x 107 0 6
1 6
0 12 6 2415 481 2341027 748 408 525 264 049 258
2 6
4 6

1 1
L150x90x 11 199 150 90
L150x100x 10" 1 1
L150x100x 12" 225 | 150 100
L150x100x 144 261 | 150 100

287 4% 242 103 75 418 523 270 04% n7

3319 | 498 250 1009 755 428 512 275| 0490 1879 b

L160x80x 10 182 160 80 10 13 6.5 2318 563 169 1046 704 306 470 173 | 0469 2576
L160x80x 12 216 160 80 12 13 6.5 21.54 572 1771040 710 315 466 180 | 0469 21.69

L200x100x10° 230 | 200 100 10 15 75 |2924 [ 693 201 1315 81 372 5% 209 0587 2558
L200x100x 127 273 200 100 12 15 15 3480 703 210 1308 881 38 589 217 0587 2149
L200x100x 14 316 200 100 14 15 75 4028 112 218 1301 88 391 585 224| 0587 1857

Fig. 35 — Parte de catdlogo de perfil metilicos em cantoneira (Arbed).

O elemento de ligacdo aparafusada devera ser dimensionado tendo em consideragdo o

numero de parafusos € o tamanho de cada um deles. Neste processo deverd ser verificada a
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seguranca do elemento de ligacdo, em relacdo ao estado limite udltimo de resisténcia sem
plastificacdo e a0 mesmo tempo verificado o cumprimento do estipulado no REAE relativamente
as disposi¢des de projecto (disposi¢ao dos elementos de ligacao).

A primeira condi¢do para verificagdo de seguranca devera ser testada para o estado de corte

a que o elemento estd submetido, verificando:

3
T S0TXf, © %SOﬂX/IM

em que n representa o nimero de parafusos, 4 o valor da drea resistente do parafuso e f,, 0

valor da tensdo de cedéncia do elemento de ligacdo.

Nestas condigdes pode ser determinado o seguinte quadro de solucdes iterativas.

Tabela 6 — Solucio iterativa de projecto para o elemento de ligaco.

71 | PARAFUSO - DESIGNACAO
1 M40

2 M30

4 M24

6 M20

Em funcdo dos resultados determinados, a solu¢do deveria considerar por assegurar a rigidez da
ligacdo e o assegurar o menor tamanho dos elementos de ligacdo possivel. Nestas condicdes,

optando pela solu¢do de 6 parafusos, deverd ser verificada a regra de disposicdo, conforme se

representa na figura seguinte.

Fig. 36 — Pormenor de liga¢ao. Verificacio da disposi¢ao de projecto.

Esta regra de disposi¢@o obriga a escolha de um perfil tipo L150x90x10.
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Com esta nova solucdo, deverd ser verificada a seguranca do elemento estrutural junto do
no fragilizado da estrutura. Deverd ser utilizada a édrea resistente efectiva, descontando a area

correspondente a cada parafuso, tendo em consideracdo que o elemento estd submetido a um
estado de traccao.

3
F, 585,610 <355%10° & 3123 [MPal<355 [MPd]

Oy =— =
Sd 4, (4-2x(0,022x0,010))

2.3.6.2 — Instabilidade de pilar

Escolha o perfil da gama HEA a utilizar para verificar a seguranca do elemento representado na

figura seguinte, submetido a um esforco de 2200000 [N]. Admita que o material ¢ um ago S235.

16 [m]
=<
)
|
h

Fig. 37 — Dimensionamento do pilar em compressio.

De acordo com o artigo 42 do regulamento REAE, deve-se verificar a inequacdo seguinte:
Osqi SO py

A tensao solicitante de cdlculo devera ser determinada pela equacdo 14
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O coeficiente de encurvadura ¢ sera funcdo da esbelteza do pilar 4 e portanto do perfil

seleccionado. Como primeira aproximagdo de um processo iterativo, poderemos determinar a drea

da seccao necessdria para atingir um estado plastico da secgdo.

2200000

—m :9.36X10_3 [mz]

4,

A esta sec¢do corresponde, no minimo, um perfil HEA 280. Neste caso, o valor da drea resistente é
igual a 9.73x107 [mz], implicando um raio de giracdo igual a 70 [mm] e um valor de esbelteza

igual a 228.

Le L

i 0,070

=228 = @=4802/F =0.09

Finalmente, o valor da tensdo solicitante de cdlculo pode ser determinada:

_ Ny 2200000
Ap  9730x107°x0.09

=2512 [MPa]

Sd

O valor da tensao resistente de cdlculo vale 235 [MPa], ndo se verificando a inequacdo de
partida. A solugdo deve ser novamente procurada, utilizando um método iterativo. Considere-se o

perfil HEA 400.

A=15900 pum?] o i =734[mm] ; 1=20=217 , p=4802/2=0.102
ZZ

Ny 2200000
Ap  15900x107°x0.102

=1356 [MPa]

Sd

Novamente se pode concluir que a inequacdo de partida ndo € verificada. Assim sendo, deve ser

testado um novo perfil que verifique esta condi¢do. Escolhe-se agora o perfil HEA 450.

A=17800 fmm?] © i =729[mm] ;. 1=L8=219 . p=4802/2=0.1
lZ"
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_ Ny, 2200000
Ap  178x107*x0.1

=1235 [MPa]

GSd

Este perfil também nao verifica claramente a condicdo de seguranca relativamente ao estado de
instabilidade por varejamento. Outra solu¢do deveria ser adoptada para que nao se verificasse
instabilidade no plano xz, nomeadamente a coloca¢do de um constrangimento ao deslocamento

neste plano.

2.3.6.3 — Instabilidade de pilar encastrado, com sec¢io composta

Determine o valor da carga méxima admissivel a aplicar numa coluna em material S235 de

8 [m] de altura, encastrada na base, sendo a sua sec¢do composta e representada na figura seguinte.

: 1z
|
= T
z 1 2
= Y - UNP 200 T
| b ﬁ
Ah_/ T
96 60
=
= 280
Seccio A-A

Fig. 38 — Dimensionamento de um pilar de sec¢io composta em compressio.

z

Para determinacdo da esbelteza da coluna, € necessdario determinar as caracteristicas
geométricas da seccdo recta. Os valores correspondentes ao perfil UNP 200 encontram-se
tabelados e os valores correspondentes as chapas dos banzos 280 x 10 sao de facil determinacao.

Perfil UNP 200:
A=3220 |mm?| 1, =19.1x10° [mm*| 1. =1.48x10° [mm*| i, =77 [mm] i. =21.4 [mm]
Chapa de aco:

A=2800 |mm?| 1. =233333|mm*| I..=183x10° [mm*]
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Determinacao das propriedades da seccdo composta:

A=12040 [mm?| 1, =99.98x10° |mm*| 1. =80.88x10° [mm*| i, =91.12 [;mm] i. =81.82 [mm]

Como i, <i , entdo A > A, serd de prever que o fendmeno de encurvadura possa ocorrer

preferencialmente segundo o plano zz, mobilizando a flexdo segundo yy.

aole _2XBOO0 oo, 4802
i, 8192 P

=0.126

De entre os principios subjacentes ao valor admitido pelo regulamento REAE para o
coeficiente de encurvadura, importa referir que em geral nao sdo admissiveis valores de esbelteza
superiores a 180, salvo em elementos estruturais cuja funcio se destine a contraventamentos. Em
caso algum se podera exceder um valor de 250.

Para este tipo de sec¢do e para o comprimento do elemento serd de prever um fenémeno
dentro do dominio elasticoA >105, pelo que o valor do coeficiente de encurvadura deverd ser
obtido a partir da expressao de Euler, utilizando um coeficiente de segurancga de 1.8.

De qualquer forma, este perfil ndo respeita as condicdes atrds enunciadas, pelo que num
caso real se deverd optar pela respectiva substituicao ou modificagao.

Para que se verifique o estado limite dltimo de instabilidade por varejamento, devera ser

verificada a condi¢@o habitual:

Oy<0, © Nu c35%10° N, <356.5[kN]
) AX @ '

2.3.6.4 — Instabilidade de pilar encastrado e simplesmente apoiado

A coluna da figura seguinte, encastrada na base e simplesmente apoiada no topo é
constituida pelo perfil comercial HEA 200, em material S235. Determine o valor da carga
admissivel para os seguintes dois casos de carregamento:

a) Carga axial P de compressao;

b) Carga axial excéntrica no banzo, e=100 [mm)].
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Nsd

| IZ Perfil
\ /® HEA 200:
E ~ h=200 [mm]
b=200 [mm]
o
© Y —— @ t\\‘: tw=6.5 [mm)]
. o t£=10.0 [mm]
, A=53.83 [cm2]

b Iy=3692 [cm4]
1z=1336 [em4]

Fig. 39 — Dimensionamento de coluna com dois tipos de solicita¢io.

Para determinacdo da carga axial admissivel, devem ser utilizados os artigos ja

referenciados, nomeadamente, a condi¢ao para verificacdo do estado limite dltimo de instabilidade

por varejamento.

c,<0, © Ns <935%10° N, <?[kN]
) AX @

Porém, antes de impor a inequacdo anterior, deverd ser determinado o coeficiente de

encurvadura.

1o Zle _07xL_ 56 .
i i 49.8x10

13.5

Este valor de esbelteza implica um valor para o coeficiente de encurvadura, determinado

através da seguinte expressao:

A=1135 = (p=4i(2)2=0.372

Pela condi¢do de verificagdo da segurancga, obtém-se:

N,
c.,. <0, < — <235x10° & N, <4712[kN
Sd Rd AX0372 Sd [ ]
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Para determinacdo da carga axial excéntrica, deve ser verificado o estado limite dltimo de
instabilidade, para o caso de um carregamento de compressdo devido a um esfor¢co normal e outro

sobreposto de flexao, provocado pela excentricidade.

De acordo com o artigo 42 do REAE, o valor da tensdo solicitante de célculo devera ser

determinada pela expressao seguinte:

Considerando ¢, =1 e k =1, € possivel determinar os restantes pardmetros:

E] 9 —6
N, =7’ 0 32 _ g2 210x10 5X6326’9X10 —2,438x10° = 2438 [kN ]

Partindo do pressuposto anterior, verifique-se qual o valor da tensao solicitante de cédlculo devida

ao esforco de flexdo:

-~ C‘Mmax ) . 3 .
g CME LOX(T71.2x10°%0.1) oo 0o [Pa]
3
kW, 1—NS" 1x388.6x107° I—M
Ny 2438x10°
1.8 1.8

O factor entre parénteses situado no denominador, resulta de num factor amplificador das
tensdes de cdlculo, no caso de estas serem determinadas pelo expressio da flexdo pura, sem

considerar o efeito P-delta, referente a deformada da coluna.

7z

A tensdo resultante de solicitacdo € obtida pela soma das duas parcelas, pelo que nao

verifica a condi¢do referida.

0., =235+185.7 [MPd]
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Entrando num processo iterativo de projecto e admitindo um novo valor para o esforco

normal, NSd=300 [kN], a condicao podera ou ndo ser verificada.

C‘ max 3 3 )
o o Muy  GMIL_300x10" DxB00XI0X01) <06t 0010t o
T A 5380x10°x0.372
3
o |12 N ssonctg . 20010
N, 242810
1. 18

o, =249x10° [MPd]

Este resultado ndo verifica a condi¢c@o, pelo que um novo valor para o carregamento axial deveria

ser determinado, ligeiramente inferior a 300 [kN].

2.3.6.5 — Verificacio de seguranca na movimentaciio de uma viga

A manuten¢do de uma viga de 40 [m] de um perfil HP400 x 231, em aco S235, € efectuada
com o auxilio de duas gruas, dispostas nas extremidades da viga em questdo. Um coeficiente de
majoracdo dinamica (seguranca) igual a 1.3 deverd ser adoptado para tomar em consideracdo as
for¢cas de impacto, as oscilacdes provocadas pelo vento e ainda pelas dificuldades do processo de
manutengcdo executado pelas duas gruas. Esta majoracdo deverd ser efectuada a solicitacdo
provocada pelo peso préprio (carga distribuida).

Serd que a viga corre o risco de encurvar por bambeamento? Em caso afirmativo, quais as

medidas a adoptar para evitar este fendmeno de instabilidade.

q [N/m]=peso *1.3

REEEREN

L=40.0 [m]

Fig. 40 — Modelo de condicdes fronteira utilizado para a movimentacio do elemento estrutural.

Em funcdo do processo de movimentacdo desta viga, pode ocorrer um fenémeno de

instabilidade (encurvadura por bambeamento). Este fendmeno € caracterizado por um
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deslocamento lateral acompanhado por uma rotagdo da sec¢do. Assim dever-se-a verificar o artigo

43 do REAE.

Para o pefil em causa, HP400 x 231, o peso préprio € determinado através do valor da
massa especifica [kg/m]. Assim, a carga distribuida vale 231x9.81=2266 [N/m].

O factor de bambeamento € determinado a partir da seguinte relacdo geométrica.

h_ 40x0372 _ ..
be  0.402x0.026

A carga majorada, fun¢ao das condicdes definidas no enunciado.

q=1.3x2266 = 2945 [N/m]

A verificac¢do da seguranca devera ser determinada pela inequagao seguinte:

O momento flector méximo € determinado em fun¢do da relacdes conhecidas da mecanica

dos materiais.

gx I’

M" sy = =589188[N.m]

O coeficiente de bambeamento € determinado pela expressao.

k=569 &=O.4
e

O valor da tensao solicitante de calculo devera ser determinada em funcao da expressao

anterior, originando um valor superior ao da tensao resistente de célculo.




Mecdnica Estrutural I 54

589188
- —389[MPa> 235[MmP
Tsd 0.4, 10260x10° [rPa]>235(MPa]

0.186

Nao se verificando a condi¢do da inequacdo, a viga corre o risco de encurvar. Para evitar
esta situacdo, os manobradores deverdo suster a viga em causa através de dois apoios colocados
mais perto um do outro, por exemplo a metade do comprimento total da viga, reduzindo o valor do

comprimento de encurvadura.

2.3.6.5 — Exercicio proposto 1 — Verificacao de seguran¢ca numa viga

Verifique a possibilidade de utilizacdo de perfis da gama Europeia IPE nas condi¢des de
apoio que se representam na figura 1, em material S355, para suportar uma carga distribuida de 57
[kN/m], assumindo que o elemento estrutural deverd ser projectado nas condi¢des de nao

constrangimento lateral. Escolha um perfil adequado da tabela de perfis comerciais.

Qsd= 57000 [N/m]

RIIRRRARRRRRRIRRY!

g NZ 7/4

L=7.2 [m]

2.3.6.5 —Seguranca numa viga relativamente ao estado limite ultimo de resisténcia por

plastificacao

Determine a carga de colapso de uma viga, sujeita ao carregamento incremental P, nas

condic¢des de apoio apresentadas na figura seguinte.
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L/2 L/2

A
!
A
]

A teoria da elasticidade permite determinar o valor do momento flector nos pontos A,B e

Ponto A: M ,=-3PL/16
Ponto B: M, =5PL/32
Ponto C: M. =0

De acordo com estes resultados, a cedéncia tem inicio no ponto A (M, =M ) ), A carga

correspondente a este instante valera:

16M
P = .
3L

Um pequeno incremento de carga P> P, implicard um aumento da cedéncia na secgéo,

originando a cedéncia no ponto B. A carga P poderd aumentar até que se formem rétulas pla“sticas

em A e em B, provocando momentos pldsticos M,  nestes pontos. Neste instante, admite-se o
colapso da viga, correspondente ao valor da carga P,, pelo facto de se ter formado um mecanismo
de rotura. Qualquer tentativa para aumentar P, apenas fard com que o ponto B se desloque ainda

mais na vertical , mantendo-se esta carga constante. Nao se formardo novas rétulas plésticas se a
deformacdo for continuada, uma vez que o diagrama do momento flector da viga ndo sofre

alteracdo (desde que nao se verifique endurecimento por deformacao), ver figura seguinte.
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(5/6)My

A carga de colapso pode ser encontrada a partir das equagdes de equilibrio da estética,

equacionando o equilibrio dos momentos em pontos singulares da viga.

Y M,=0 & RC.L—PP.§+MP =0

YM,=0 & R(,.g—MP =0

Combinando as duas ultimas equacdes, resulta:

P L ply

3 - EUROCODIGO 3: PROJECTO DE ESTRUTURAS EM ACO

A verificacdo da seguranca e o dimensionamento de uma estrutura passam por uma analise
estrutural global que possibilita a determinacdo dos esforgos internos e deformacgdes verificadas
para cada uma das combinagdes de accOes previstas nos respectivos codigos. Esta andlise global
possibilitard a verificacdo da resisténcia das seccdes (estado limite ultimo), que envolve a
verificacdo da resisténcia em relacdo a todos modos de ruina possiveis da estrutura, devendo
também incluir a verificagdo da estabilidade global e local dos elementos sujeitos a esforcos de
compressio. Dependendo da maior ou menor flexibilidade da estrutura, serd necessario considerar
ou ndo o equilibrio da estrutura na sua configuragcdo de deformada.

A andlise de uma estrutura podera ser classificada em dois grandes grupos. A andlise linear
de primeira ordem, ou simplesmente, andlise linear, em que os esfor¢os sao determinados com

base na sua configuracdo de indeformada. A andlise de segunda ordem ou ndo linear, é
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considerado o efeito da carga — deformacao da estrutura (no linearidade geométrica) e/ou o efeito
da eventual plastificagdo de uma ou varias seccdes (ndo linearidade material).

Os métodos de andlise linear sdo os mais correntes e podem ser resolvidos através de
modelos simplificados de cdlculo (cdlculo manual) ou de modelos avancados (métodos dos
deslocamentos, MEF, etc.).

Os métodos de andlise de segunda ordem, implicam, em geral, a utilizacdo de métodos
avancados de calculo, considerando na respectiva formulacdo o efeito dos deslocamentos,
utilizando a configuracdo de deformada para estabelecer o equilibrio.

Os resultados das andlises de segunda ordem podem ser obtidos através um processo
iterativo aos métodos habituais de anélise linear. Em cada iteragdo € feita uma correc¢do tendo em
consideragao a deformacgao da estrutura.

O segundo tipo de andlise nao linear, pressupde o estudo elasto-pldstico das estruturas,
procurando um aumento significativo da capacidade resistente dos elementos da estrutura ou, por
outras palavras, um aumento do valor de calculo das acc¢des exteriores. A aplicabilidade dos
métodos de dimensionamento elasto-plastico das estruturas depende da capacidade de deformacao
plastica do material dos elementos, mas também de um correcto dimensionamento de todas as

ligacOes existentes. Estas ligacdes devem permitir a formacao de rétulas pldsticas e consequentes

deformacdes.

A
e
)\J (a) +
T\ L
ib}
z
e
L [©]
ket
[+
Rlis S
1+
4
nE
Ly fe) (d)

Fig. 41 — Exemplos de dois tipos de ligacdes metilicas.

Os Eurocddigos encontram-se divididos da seguinte maneira:
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Tabela 7 — Designacdo dos eurocodigos.

CODIGO AMBITO DE ESTUDO
Eurocédigo 1 Accdes nas estruturas
Eurocédigo 2 Projecto de estruturas de betdo
Eurocédigo 3 Projecto de estruturas metdlicas
Eurocédigo 4  Projecto de estruturas mistas de ago e betdo
Eurocédigo 5 Projecto de estruturas de madeira
Eurocédigo 6 Projecto de estruturas de magonaria
Eurocédigo 7 Projecto geotécnico
Eurocédigo 8 Projecto de estruturas para resisténcia sismica
Eurocédigo 9 Projecto de estruturas de aluminio

Os principais beneficios destes codigos estdao relacionados com o entendimento comum de
solugdes de projecto, entre os donos das obras e os projectistas de todos os paises aderentes.
Fornecem solugdes comuns de projecto para os requisitos de resisténcia mecanica, estabilidade,
resisténcia ao fogo, introduzindo aspectos econémicos e de durabilidade.

As propriedades dos varios tipos de aco identificam-se conforme a tabela seguinte.

Tabela 8 — Tabela de valores de tensdes dos materiais propostos EC3.

VALORES NOMINAIS DE ACO ESTRUTURAL SEGUNDO NORMAS EN 10025 E PREN 10113
Espessura t [mm] ®

Classificagao 140 [mm] 40 [mm]<1<100 [mm] o

f, [N/mm’] F, [N/mm’] f, [N/mm’] F, [N/mm?]
EN 10025:
$235 235 360 215 340
S275 275 430 255 410
$355 355 510 335 490
PrEN 10113
Fe E 275 275 390 255 370
Fe E 355 355 490 335 470

(*) trepresenta a espessura nominal do elemento.
(**) 63 [mm] para placas e outros produtos planos em aco para entrega nas condi¢des TM para prEN 10113-3.

No grifico da figura seguinte estd representada a lei constitutiva material, sendo

identificadas 4 ou cinco fases, consoante o material em causa.

'y g a,d
7. v
au F
R
L Y
___{ —————
j— - A‘\ \
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11 ; *
fﬂpﬁ - } \\
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| 22
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L & cmdn 6 € o £, & pu g

Fig. 42 — Diagrama tensdo-deformacfo a temperatura ambiente.
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A fase I representa a proporcionalidade entre o eé&, caracterizada pelo valor f, ,, tensdo

limite de proporcionalidade a temperatura 6 e pelo valor E, que representa o mddulo de

elasticidade, correspondente a inclinacdo do segmento de recta desta fase. A relagdo tensdo

deformacio € expressa através da lei de Hook, pela equacgdo seguinte.

60,9 = Eaﬂ X 80,9 (eq. 41)

A fase II, caracterizada pelo inicio da cedéncia do material, zona de transicdo, &

formalmente parametrizada por f,

amdx,0 *

tensdo de cedéncia. A relacdo tensdo deformacdo nesta

zona da curva é dada pela expressao que se segue.

b 2 2
O-a,B = ;\/a - (gaméx,e - 8(/,9 + fap,H —-C (eq. 42)

Os valores dos parametros a, b, ¢ sdo representados pelas fungdes das expressoes seguintes.

a = —

2 Ea,H (gaméx,ﬁ - 8(/17,9 )2 + c(gaméx,e - 8(/17,9 )
E a,f

2 _ 2
b - Ea,H (gaméx,ﬁ - gap,H } +c

(faméxﬂ - fapﬂ y

c= — (eq. 43)
2 ap,0 - .faméxﬂ )+ Ea,B (gameix,ﬁ - 8(/17,9 )
E finalmente, o médulo de elasticidade dado pela fungao:
— ble, . —&
_ ( max a,l ) (eq. 44)

E =
" a\/a2 - (ga,ﬁ - gaméxﬂ )2
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A fase III € caracterizada pelo patamar de tensdo constante. Trata-se de uma zona pléstica
em que O,,..,=f.mme OU eventualmente, o,..,=/f., € E,,=0, para o caso de
endurecimento por deformacao.

A fase IV, e para ndo se obter uma ductilidade numericamente infinita, foi adicionada uma

zona linear decrescente, entre os 15% e os 20% de deformacdo, sendo caracterizada pela

deformagdo £,, 4. Neste caso os pardmetros podem ser escritos pelas férmulas:

£,0—0.15
O-a,H =d 1—W (eq. 45)

com d = f, ., ou, eventualmente, d = f,, , para valores de temperatura inferiores a 400°C, onde

as proporg¢des da seccao recta ndo sejam suficientes para, por um lado, evitar a encurvadura local e
o consequente aumento da deformacdo e por outro que os membros estejam restringidos
adequadamente para prevenir o empenamento. O valor do coeficiente de proporcionalidade inversa

¢ determinado pelas expressdes seguintes [9].

Ea,ﬁ == faméx,& /005 (eq. 46)

Eaﬂ == au 0 /005 (eq. 47)

Podera eventualmente ocorrer uma fase intermédia V, de transicdo, abaixo dos 400 [°C] e em
condicdes de estabilidade. A tensdo poderd entdo subir ligeiramente até ao seu valor ultimo

conforme expressao seguinte.

fauﬂ _fa

Ou.0= faméxﬂ + 0.02 e [gaﬂ _0-02] (eq. 48)

Nas mesmas condicdes, o valor da rigidez por endurecimento serd dado pela expressao 2.16.

T~ fauﬂ - faméxﬂ

E , =" (eq. 49)
o 0.02 «
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Para os acos de construcdo em geral, a variagdo multilinear € adoptada sob a forma de
tabela, nos pardgrafos consagrados as leis dos materiais.

No projecto de estruturas ao fogo, a influéncia da temperatura € de grande importancia. De
acordo com o estabelecido no Eurocddigo 3, este tipo de acidente deverd contemplar a accio
directa mecanica, a ac¢do térmica nos deslocamentos e a reducdo das diferentes propriedades do
material com a temperatura, conforme se representa através do conceito de coeficiente de reducao,

ver tabela seguinte.

Tabela 9 — Variacdo das propriedades do aco S235 com a temperatura.

TEMPERATURA FACTOR DE REDUCAO A TENSAO DE FACTOR DE REDUCAO A MODULO DE
DO ACO 6, TEMPERATURA 6, RELATIVO A CEDENCIA TEMPERATURA 6, RELATIVO A ELASTICIDADE E, o
f [MPA] E, [GPA]
y K. = Ea,e
K _M Ep E!
¥ =50,

20°C 1,000 235 1,0000 210
100°C 1,000 235 1,0000 210
200°C 1,000 235 0,9000 189
300°C 1,000 235 0,8000 168
400°C 1,000 235 0,7000 147
500°C 0,780 183 0,6000 126
600°C 0,470 110 0,3100 65,1
700°C 0,230 54,1 0,1300 27,3
800°C 0,110 25,9 0,0900 189
900°C 0,060 14,1 0,0675 142
1000°C 0,040 9,40 0,0450 9,45
1100°C 0,020 4,70 0,0225 4,73
1200°C 0,000 0,0 0,0000 0,0

Estas variagdes podem ser representadas de uma forma gréfica, originando a figura
seguinte. O valor da tensdo de cedéncia diminui drasticamente a partir dos 400 [°C], enquanto que

o valor do médulo de elasticidade sofre uma reducao menos significativa perto dos 100 [°C].

Coeficiente de
redugin ke Tensfo de cedéneia efectiva
ul

/ e he

0g

0g
Declive da zona linear eldstica
04 ke = Ead / Ea
Liraite proporcional

0z r kpe =g

oo
0 200 400 600 goo 4000 1200 1400
Tenperabma {°C)

Fig. 43 - Propriedades mecanicas do aco em fun¢io da temperatura
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De acordo com o eurocddigo3, o valor do médulo de elasticidade do aco permanece
constante a temperatura ambiente, Ea:210X106 KN/m?>.

O Eurocédigo 3 contempla duas classificacdes de estruturas em fungdo do tipo do
contraventamento e em relacdo a flexibilidade. Uma estrutura € referida como contraventada se a
rigidez lateral no seu plano for assegurada por um sistema de contraventamento suficientemente
rigido em relacdo as componentes horizontais das ac¢des exteriores. Este regulamento define os
sistemas suficientemente rigidos quando estes sistemas de contraventamento reduzem, para cada
caso de carga, o valor do deslocamento horizontal em pelo menos 80% o mesmo parametro na

estrutura sem contraventamento.

4 — QUANTIFICACAO DAS ACCOES - REGULAMENTO DE SEGURANCA E ACCOES
PARA ESTRUTURAS DE EDIFiCIOS E PONTES

O regulamento referido € dividido em duas partes essenciais. Por um lado, sao apresentados
os critérios gerais de seguranga e por outro € apresentada a quantificagdo de accdes. Neste sub-
capitulo serdo apresentadas as ac¢des e quantificadas para o territrio nacional. As ac¢des previstas
podem ser divididas em trés tipos: as permanentes (peso proprio, impulsos da terra,...), as
varidveis ( sobrecargas, neve, sismos, temperatura,...) € as provocadas por acidente (explosoes,
choques, incéndios,...). Uma vez que nem todas as ac¢des t€m obrigacdo de actuar em simultaneo
sdo feitas combinagdes das mesmas. As acgbes sdo em geral quantificadas por valores
caracteristicos e, no caso das accOes varidveis, também por valores reduzidos. Os valores
reduzidos das ac¢des varidveis sdo obtidos a partir dos seus valores caracteristicos multiplicados
pelos coeficientes , e destinam-se a quantificar as ac¢des tendo em conta a sua combinagdo e o
estado limite em consideracao.

Para a verificagdo da seguranca em relacdo aos estados limites, devem ser consideradas as
combinacdes das accdes cuja actuacdo simultinea seja verosimil e que produzam na estrutura os
efeitos mais desfavoréveis.

As acgdes permanentes devem figurar em todas as acgdes e ser tomadas com oS seus
valores caracteristicos superior ou inferior, conforme for mais desfavorével.

Na figura seguinte sdo apresentadas vdrias imagens relacionadas com estes tipos de

carregamento enunciados.
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estados de tensdo ou de deformagéo, sdo de trés tipos, a saber:
- forgas exteriores

- variagdes de temperatura
- assentamentos de apoi

Fig. 44 — Exemplifica¢do de carregamento varidvel.

4.1 - Quantificaciao das ac¢des permanentes

Desde que as ac¢des permanentes, a considerar na verificacdo da seguranga das estruturas,

apresentem pequena variabilidade, os valores caracteristicos podem ser identificados com os

respectivos valores médios. Os pesos proprios dos elementos de construcdo devem ser obtidos a

partir dos valores que os pesos volumicos dos materiais apresentam nas condicdes reais de

utilizacdo.

Tabela 10 — Densidade de alguns dos materiais utilizados na construcio

MATERIAIS DENSIDADE
[KN/m’]
concrete
Lightweight (varies with density class) 9-20
normal weight *24
heavyweight >28
reinforced and prestressed concrete; unhardened concrete +1
masonry units
dense limestone 20-29
granite 27-30
sandstone 21-27
glass blocks, hollow 8
terra cotta, solid 21
Metals
aluminium 27
copper 87
steel 77
zinc 71
wood
timber (depending on strength class C14 - C70; see prEN 338) 29-9,0
fibre building board:
hardboard, standard and tempered 10
medium density fibreboard 8
softboard 4
other materials
glass, in sheets 25
plastics:
acrylic sheet 12
polystyrene, expanded, granules 0,25
slate 29
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4.2 - Quantificaciio das acc¢des provocadas pelo vento

A determinagdo dos efeitos da accdo do vento nas estruturas pode ser efectuada por
métodos analiticos, numéricos ou experimentais, tendo em conta a quantificacdo apresentada e as
caracteristicas aerodinamicas das estruturas. Nos casos correntes, a determinagdo dos esforcos
devidos ao vento pode ser efectuada de forma simplificada, supondo aplicadas as superficies da
construgcdo pressoes estaticas, obtidas multiplicando a pressdo dinamica do vento, definida por
adequados coeficientes aerodindmicos - coeficientes de forma. No entanto, este processo
simplificado ndo conduz a resultados satisfatérios para estruturas com frequéncias proprias de
vibragdo muito baixas, ou que sejam susceptiveis de instabilidade aerodinamica ou de vibragdes
significativas em direc¢do transversal a da actuacdo do vento. Nestes casos deve ser efectuada a
andlise dinamica da estrutura. Deve ainda ser efectuada a determinacdo dos deslocamentos
maximos devidos ao vento, que, consoante o tipo de estruturas, podem ser objecto de verificagdo
de valores limites a indicar nos regulamentos respectivos.

A acg¢do do vento exerce-se sob a forma de pressdo e deverd ser consultado o regulamento
para a sua determinacgdo. E ainda considerada a divisdo do pais em duas zonas distintas (A e B),

bem como a rugosidade aerodinamica do solo (tipo I e tipo II).

Fig. 45 - Pressoes e efeitos locais provocados pela a ac¢éio do vento.

O zonamento do continente e ilhas é definido por:
Zona A —locais ndo incluidos na zona B;
Zona B — Acores e Madeira e, no continente, locais situados na faixa de SKm de
largura ou altitude superiores a 600m.
A rugosidade aerodinamica pode ser dividida segundo a classificacdo I e II:
Rugosidade tipo I — zonas urbanas (constru¢des de médio e grande porte)

Rugosidade tipo II — zonas rurais e periferia de zonas urbanas
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Na figura seguinte encontram-se representados os valores das velocidades médias que se

verificam nesta parte da Europa.

e I

)

m Special regulation

Fig. 46 — Valores indicativos da velocidade média do vento.

O valor de referéncia da pressao dindmica pode ser determinado a partir dos valores de

referéncia da velocidade do ar, conforme expressdo seguinte, ou através da tabela da figura

seguinte.

w, =0.5xp,, xv’ =0.613xV" (eq. 50)

ALTURA ACIMA DO SOLO, h(m)
120

[T 11 4 h [ wlkN/m2)

7 m| 1

00— ZONA A 7 0 | 070|090

10 { 0,70 | 0.90

80 T1T1T] 15 | 0,70 | 1,04

Rugosidade tipo | 4 20 | 078 | 112

/ 25 | 0,85 | 1,19

60 A v 30 | 0,91 | 1,25

/ 35 | 0,96 | 1,30

4 40 | 1,01 | 1,35

40 7 - ¢ 50 | 1,09 | 1,44

A Rugosidade tipo I 60 | 1,17 | 1.52

- 70 | 1,24 | 1,59

20 80 | 1,31 | 1,65

- £ 100 | 143 | 176

0 =] i 1 120 | 154 | 1.86
06 08 10 1.2 L4 16 _18 20

VALOR CARACTERfSTIéO DA PRESSAO DINAMICA, wy (kN/m2)

Fig. 47 — Valores caracteristicos da pressdo dinimica.

Para a regido pertencente ao zonamento B, os valores caracteristicos da pressdo dinamica a

considerar, devem ser obtidos a partir dos valores do zonamento A, multiplicando por 1.2.
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A velocidade do ar deverd ser determinada em funcdo da altura ao solo e da rugosidade

admitida no estudo.

Tabela 11 — Valores caracteristicos da rajada de vento.

0.28
Rugosidade 1 | y =18 —) +14 [m/s]
10

h 0.20
Rugosidade 2 |y = 25(—\ +14[m/s]
10,

O valor da pressdo estatica € determinado a partir dos valores calculados para a pressao

dinamica, multiplicando pelos factores de forma. Estes devem ser consultados no anexo I do RSA.

Doy =W, X6, (eq. 51)

Os valores reduzidos da pressdo dinamica do vento deverdo ser obtidos através dos

seguintes coeficientes ¥, =04, y, =0.2 e y, =0. No caso de edificios com utilizagdo dos tipos

35.1.2 e 35.1.3 e em que a sobrecarga seja a accdo de base da combinagdo, deve considerar-se

v, =0.6.

4.3 - Quantificaciao das ac¢des provocadas pela neve

A acg¢do da neve € tida em conta em locais com altitude igual ou superior a 200 [m]. Pode
em geral ser considerada como uma carga distribuida, cujo valor caracteristico, por metro

quadrado em plano horizontal, S, , € dado pela seguinte expressao.

S, =usS,, (eq. 52)

S,, representa o valor caracteristico da carga da neve ao nivel do solo, expresso em [kN/m2],
enquanto que o coeficiente u depende da forma das superficies sobre a qual se deposita a neve,

ver figura seguinte.
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Snow accumulates behind parapets and in valleys

Fig. 48 — Acumulacio de neve em funciio da geometria.

O valor caracteristico da carga da neve deve ser determinado pela expressao seguinte.

1
SOk :4—()()(h—50) (eq. 53)

A regido da Europa encontra-se dividida por zonas de previsao de queda de neve, de acordo

com a representacao esquematica da figura seguinte.

Zone 1 0...1)

Zone 2(1..2)

N LI

one 3 (2...3)

Zone 4 (3..4)

one 5 (4...5)

~

"

IS

Fig. 49 — Mapa Europeu das zonas com previsio de queda de neve.

Os valores reduzidos da accdo da neve deverdo ser obtidos através dos seguintes

coeficientes ¥, =0.6, ¥y, =03 e y,=0.




Mecdnica Estrutural I 68

4.4 - Quantificacao das ac¢des provocadas pela sobrecarga (acc¢oes especificas de edificios)

As accgdes directamente relacionadas com a utilizacdo dos edificios, sobrecargas em
coberturas, pavimentos, varandas e acessos, devem ser quantificadas.

As acgdes em coberturas devem ter em consideracdo o tipo de acesso e de utilizagdo
prevista. O regulamento prevé coberturas ordindrias, nao permitindo a facil circulagdao de pessoas,
terracos nao acessiveis, permitindo o acesso de pessoas para fins de reparacdo e um terceiro grupo
de coberturas com terragos acessiveis, destinadas ao acesso de pessoas, considerando que os
elementos de construcdo utilizados sdo os mesmos que habitualmente constituem pavimentos.

Relativamente aos valores caracteristicos das coberturas, deve-se considerar:

Tabela 12 — Valores de ac¢des especificas de edificios (coberturas).

COBERTURAS S

Ordinarias 0.3 [kN/m2]
Terragos ndo acessiveis | 1.0 [kN/m2]
Terragos acessiveis 2.0 [kN/m2]

Os valores reduzidos das sobrecargas a considerar nas coberturas sdo geralmente nulos,
contudo existem excepcoes que devem ser acauteladas.
As accOes em pavimentos devem ter em consideracdo o tipo de utilizacdo que serd de

prever, sendo a concentragdo de pessoas, o elemento preponderante.

Tabela 13 — Valores de accdes especificas de edificios (pavimentos).

Tipo PAVIMENTOS S

l.a Compartimentos de utilizagio privada 2.0 [kKN/m2]
1.b Compartimentos de utilizagdo colectiva, sem concentracdo 3.0 [kN/m2]
l.c Compartimentos de utilizagdo colectiva, média concentracdo | 4.0 [kKN/m2]
1.d Recintos de utilizacdo colectiva, elevada concentracdo 5.0 [KN/m2]
l.e Recintos de utilizacdo colectiva, muito elevada concentragdo | 6.0 [kN/m2]
2.c Oficinas de industria ligeira 5.0 [kN/m2]
2.d Garagens de automdveis ligeiros particulares 4.0 [KN/m2]
2d Garagens de automéveis ligeiros publicas 5.0 [KN/m2]

Os valores reduzidos da sobrecarga nos pavimentos deverdo ser obtidos através dos valores

de coeficientes y indicados na tabela seguinte.
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Tabela 14 —valores reduzidos da sobrecarga em pavimentos.

Tipo PAVIMENTOS v, | v, | v,
l.a Compartimentos de utilizagéio privada 04 0.3 0.2
1.b Compartimentos de utilizagdo colectiva, sem concentraciio 0.7 0.6 0.4
l.c Compartimentos de utilizagdo colectiva, média concentracdo | 0.7 0.6 04
1d Recintos de utilizacdo colectiva, elevada concentragdo 04 0.3 0.2
le Recintos de utilizacdo colectiva, muito elevada concentracdo | 0.4 0.3 0.2
2.c Oficinas de industria ligeira 0.8 0.7 0.6
2d Garagens de automdveis ligeiros particulares 0.8 0.7 0.6
2.d Garagens de automdveis ligeiros publicas 0.8 0.7 0.6

4.5 - Quantificacdo das accoes sismicas

Um sismo € um fenémeno natural resultante de uma rotura mais ou menos violenta no
interior da crosta terrestre, correspondendo a libertacdo de uma grande quantidade de energia, e

que provoca vibracdes que se transmitem a uma vasta drea circundante, ver figura seguinte.

Ondas sismicas

Fig. 50 — Modelo de propagacio de um sismo.

z

A acgdo sismica € resultado de uma ocorréncia de origem geoldgica que pode ser

quantificada em vdrias escalas. A mais conhecida € a escala de Richter (1935) que se define a
partir da fun¢do logaritmica do deslocamento registado em unidades de [,um], a uma distancia de

100 [km] do epicentro.

Log(a,, )= escala (eq. 54)

mdx

O pais encontra-se dividido em quatro zonas sismicas, designadas por A,B,C e D. Acada

zona corresponde um coeficiente de sismicidade, de acordo com a tabela seguinte.
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Tabela 15 — Coeficiente de sismicidade.

ZONA SISMICA | COEFICIENTE DE SISMICIDADE Q¢
A 1.0
B 0.7
C 0.5
D 0.3

A natureza do terreno influencia o comportamento das estruturas, estando previsto no
regulamento Portugués o tipo I, II e III, consoante a maior ou menor rigidez do solo.

Os valores reduzidos desta ac¢do deverdo ser considerados nulos.

Em geral, apenas € necessario considerar direc¢des de actuacdo dos sismos no plano
horizontal. A considera¢do desta accdo no plano vertical dependerd da maior sensibilidade dos
elementos estruturais as vibragdes nesta direccao.

Estdo previstos dois métodos de andlise para quantificagdo do efeitos deste fendmeno. O
primeiro diz respeito aos métodos de andlise dindmica e o segundo tem em considera¢do os
métodos simplificados de andlise estatica. No contexto desta disciplina, apenas serd apresentado o
segundo método, para o estudo de estruturas com uma distribuicdo de massas regular,

determinando uma forga resultante equivalente.

O valor caracteristico da forca resultante estatica F, € determinada a partir de varios

factores e coeficientes. Estas resultantes devem ser consideradas actuando segundo a direc¢do
especifica e ser distribuida em correspondéncia com as massas em presenga. No caso das

edifica¢Oes consideradas, estas forcas estdticas podem supor-se aplicadas ao nivel de cada piso.

Nesta expressdo, [ representa o coeficiente sismico, %, o valor da altura do piso i, acima do nivel
do terreno. O factor G, representa a soma dos valores das cargas permanentes e dos valores quase

permanentes das accdes varidveis y,F , correspondentes ao piso em questdo. O indice n

representa o nimero de pisos acima do nivel do terreno.
No caso da estrutura ser simétrica em relacdo ao plano que contém a direc¢do considerada

para a accdo sismica e todos os seus elementos estruturais se encontrarem uniformemente
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distribuidos, as forgas estdticas podem ser distribuidas pelos np elementos resistentes, de acordo

com a expressao e figura seguintes.

E/ ==& ¢=1 (eq. 56)

Fk — 1

Fig. 51 — Representacio esquematica da forca estatica resultante e respectiva distribui¢ao pelos porticos.

O coeficiente sismico [ define-se numa determinada direc¢do e caracteriza o valor da

accdo global das forgas estdticas. E funcdo do coeficiente de sismicidade a (valor tabelado) e do

coeficiente de comportamento 77 (valor tabelado).

Q

IB = 180 N (eq. 57)
n

O valor do coeficiente sismico devera ser superior a 4% do valor do coeficiente de sismicidade.

Os coeficientes de sismicidade encontram-se representados na tabela seguinte.

Tabela 16 — Coeficientes de comportamento.

DUCTILIDADE _ _ESTRUTURA

pértico Mista(portico/parede) Parede
Normal 2.5 2.0 1.5
Melhorada 3.5 2.5 2.0
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O valor do coeficiente sismico de referéncia f, é funcdo do tipo de terreno, e da frequéncia

propria fundamental da estrutura, de acordo com a tabela seguinte.

Tabela 17 — Coeficiente sismico de referéncia.

TIPO DE TERRENO | FREQUENCIA PROPRIA ,5
FUNDAMENTAL 0
I 0.5<f<56 | 0.17,/f
f256 0.4
11 0.5<f<4.0 0_20\/7
f24.0 0.4
i 0.5< /<20 | 023/f
£220 0.32

O valor da frequéncia propria fundamental da estrutura deve ser determinada, em funcao da
direccdo em que estd a ser considerada a acgdo sismica. No caso de edificios, a frequéncia

fundamental f pode ser aproximada pelos valores apresentados na tabela seguinte.

Tabela 18 — Frequéncias fundamentais.

R ESTRUTURA
FREQUENCIA pértico Mista Parede
(pértico/parede)
7lHz] 12/n 16/n 6b/h

b representa uma das dimensdes do edificio em planta.

4.6 - Exercicios de aplicacao

4.6.1 - Dimensionamento de uma viga

Dimensione a viga simplesmente apoiada sujeita a uma carga uniformemente distribuida

g=10 [KN/m] com perfis IPE em ac¢o do tipo S275.
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Qsd= q [N/m]

RRRRIRRRRRRIRIRIEY

<z Kz

L=10.0 [m]

Fig. 52 — Modelo de uma viga simplesmente apoiada.

4.6.2 — Quantificacio de accao do vento

Quantifique a accdo do vento sobre as fachadas de uma constru¢ao na Figueira da Foz,

sendo as 4 fachadas de permeabilidade semelhante.

/\

D

10

Fig. 53 — Modelo de um portico. Ac¢fio do vento nas fachadas.

4.6.3 — Verificacdo da seguranca de uma madre de cobertura

Verifique a seguranca da viga de uma cobertura (madre), conforme regulamentos
apresentados, sabendo que esta se situa num local a uma altitude de 300 [m]. Considere este
elemento constituido por uma viga IPE300 em aco S235. A érea de influéncia da cobertura é de

4x3 m?, suportada por 3 vigas simplesmente apoiada.
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3 [m]

4[m]

Fig. 54 — Modelo do posicionamento de uma madre de cobertura.

4.6.4 — Quantificacio da ac¢ao do vento sobre pavilhao

Determine a accdo devida ao vento sobre a seguinte estrutura industrial, situada em

Matosinhos. O modelo da estrutura encontra-se representado na figura seguinte.

8 [m]

D

Fig. 55 — Modelo e geometria do pavilhdo industrial.

4.6.5 — Combinacio das accdes e verificacido da seguranca de uma madre

Quantifique ac¢des num pavilhdao construido em Braga interior € zona urbana, com duas
aguas de inclinagdo de 10°. O comprimento total do pavilhdo é de 20 [m], a largura € de 15 [m],
sendo a distancia entre porticos de 5 [m] e a distancia entre madres igual a 1,3[m]. Considere a
cobertura como ordindria. Despreze a ac¢ao da neve. Considere um perfil inicial UPN100 em
material S235 para a madre, num processo iterativo de projecto. Considere ainda uma cobertura
tipo sandwish metalica (ex: painel 2000), com 50 [mm] de espessura € com as seguinte

caracteristicas: (p =0,11 [kN/m2] e 4=0.41 [W/mK]).




Mecdnica Estrutural I

75

O pavilhdo apresenta a seguinte configura¢do numa secg¢do transversal,

6.322

Fig. 56 — Seccéio transversal do portico.

ver figura seguinte.

Embora as madres nao facam parte da estrutura resistente principal, o seu dimensionamento

devera ser cuidado, uma vez que uma sobre avaliacdo dos esfor¢os actuantes ou a adopcao de um

esquema estdtico inadequado podem conduzir a utilizacdo de sec¢des sobredimensionadas, com

custos associados.

O espacamento das madres podendo variar, foi fixado neste caso em 1,3 [m], de acordo

com O pormenor que representa a cumeeira.

Fig. 57 — Pormenor da cumeeira.

N

Relativamente a seccdo recta, o perfil inicialmente escolhido estd representado a figura

seguinte, juntamente com as caracteristicas fisicas associadas a geometria escolhida.

A

I Valeurs statiques / Section properties / Statische Kennwerte ificati
r r Désignation il properties [ctassitication
1 o5 Designation axe fort yy ae faible 7-2 ENV 1993-11

i Bezeichnun strong axis y- weak axis z-z

0 u —tm] IL-—Ym 9 starke Achse y-y schwache Achse 2-2 W:” v,m
¥ ¥ | 6 ly Wy | Wpry® ly An b Wetz | Wiy 3 5 It w107y o [®|R]|R|E
. | kgim ' n? o’ Em m? ot av an’ an mm | ' | on® | om S Edl B el Bl

w

t | UPN 100 106 206 4.2 49 3.91 646 | 293 849 162 147 1 203 281 04 155 283 |1 1|11

f UPN 120 134 364 60.7 726 462 83 432 11 1.2 159 1 222 415 09 18 30311 111

L& i UPN 140 16.0 605 864 103 545 1041 62.7 148 283 175 (139 568 18 175 337 |1 1|11

+ 2 UPN 160 188 925 116 138 621 126 85.3 183 352 189 ) 253 739 326 184 356 |1 1|11

zhu UPN 180 220 ] 1350 150 179 6.95 1509 | 114 224 423 202 | 267 955 557 182 375 )1 1f1 1

Fig. 58 — Seccéio recta do elemento madre (catilogo Arbed).
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A quantificagdo das ac¢Oes nas madres pode ser feita pelos mesmos principios utilizados
para a quantificagdo das ac¢des nas vigas do portico, atendendo a que a area de influéncia no

elemento madre é diferente, ver figura seguinte.

Fig. 59 — Area de influéncia das accdes nas madres e vigas do portico.

Relativamente a ac¢do permanente, devem ser considerados os valores da ac¢do do peso
proprio do material utilizado na cobertura, assim como o valor do peso por unidade de

comprimento indicado para o perfil pré estabelecido (UPN100).

G=G,+G,=011kN/m*x1.3[m]+ (10,6x9,81)
=247 [N/ m]

Esta accdo devera ser decomposta em duas componentes segundo as duas direc¢des principais do

perfil, de acordo com a figura que se segue.

Fig. 60 — Decomposicio da ac¢io segundo as direc¢des principais do perfil (madre).
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G_. =247 [N/ m]xcos(10°) =243 [N / m]
G, =247 [N /m]xsin(10°) =429 [N / m]

Relativamente a sobrecarga, serd necessdrio converter o valor de 0,3 [kN/m2] em plano horizontal
para o valor da carga em plano inclinado 0,295 [kN/m2], decompondo posteriormente segundo as

duas direc¢des principais.

0.. =295x1,3[N/m]xcos(10°) =378 [N / m]
0,, =295%13 [N/m]xsin(10°) = 66,9 [N /m]

Relativamente ao vento, serd necessario afectar o valor de 0,7 [kKN/m2] pelo valor do coeficiente

de pressdo 6, =1,4, projectando-se apenas segundo a primeira direcg@o principal de inércia, zz.

W._ =14x0,7x1,3[N/m]=-1274 [N/ m]

Depois de quantificadas as diferentes acgdes, serd necessdrio proceder a respectiva
combinacdo, utilizando a equacdo fundamental. Neste contexto deverdo ser consideradas dois tipos
de combinagdes. A combinacdo que se destina a verificacdo do estado limite dltimo e a
combinagdo que se destina a verificagdo do estado limite de utilizag@o.

Para verificag@o do estado limite tltimo, os coeficientes de seguranga sdo iguais a } , =15,

excepto no caso em que as acgdes permanentes possuem efeito favoravel () , =1,0). Neste caso a

combinacdo deverd ser feita pela equacdo que se segue.

S= 7S(; + 7[SQlk +ZW0/SQ/7€]

No caso de se considerar o vento como accdo varidvel de base, deverd ter-se em
consideracdo o artigo 9 do RSA, que estabelece um valor unitdrio para o coeficiente de seguranga
afecto a ac¢do permanente, considerando que estas possuem um efeito favordvel relativamente a
accao do vento. O coeficiente de reducdo associado a varidvel sobrecarga (Q) € nulo, pelo que:

S,, =L0G,, =0,247xsin(10°) = 0,04289 [N / m]
S, =1,0G. +15[W_ +0x0]=1,0%0,243+1,5x (- 1,274) [kN / m]=—1,668[kN / m]
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No caso de se considerar a sobrecarga como ac¢do varidvel de base, deve considerar-se
também o efeito do vento como favoravel, implicando a parcela correspondente ao valor reduzido
da ac¢do nulo.

Sy =158, +15]0,, +04x (¥ =0)|=1,5%0,04289 +1,5[0,0669]= 0,1647 [kN / m]
S,.. =158 +15[0. +04x @ =0)]=1,5x0,243+1,5[0,378]= 09315 [kN / m]

Depois de verificada a hipdtese de carregamento mais critica, o dimensionamento das
madres deverd obedecer a verificacdo dos varios estados limites tltimos verosimeis (de resisténcia
sem plastificacdo, varejamento, bambeamento, de resisténcia com plastificacdo). Neste caso, para
verificacdo do estado limite ultimo de resisténcia sem plastificacdo, deve-se verificar se o elemento

estrutural UPN 100 verifica ou no a seguinte inequagao:

QZZLZ q,V,VLZ
S,<R, & 0,<0, My oMy s [MPa]les —10 4 10 <o35[MPa]e
‘ W 41,2x107°  8,49x10™°

yy

16681* 42.89]*

10,10 __ <235[1Pa]es 1138%10° <235 [MPa]
41,2x107°  8,49%x10

& 113,8x10° [MPa]< 235 [MPa]

7z

A verificagdo da resisténcia € efectuada através da formula da flexdo desviada

(desprezando o efeito das tensdes de corte), em que W, e W_ representam o valor do médulo
elastico de resisténcia a flexdo, enquanto M, e M_ deverdo representar 0 maximo valor do

momento flector em cada uma das direc¢gdes. Assim se conclui que este perfil verifica a seguranca
relativamente ao estado limite considerado, numa percentagem de 48%.
Para verificacdo do estado limite de utilizacdo, deverdo ser considerados valores unitarios

para os coeficientes de seguranga respeitantes as acgdes (} , =1,0) e escolhido o tipo de duragéo

admissivel para cada caso (muito curta duragdo = combinagdes raras, curta dura¢cdo = combinagdes
frequentes e longa duracdo = combinacdes quase permanentes). Segundo o REAE, para o estado
limite de curta duracao relativos aos elementos de edificios, bastard, em geral, considerar o estado

limite de curta duracdo, pressupondo-se que a combinacdo seja feita com os valores reduzidos y,
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das acgdes varidveis de base e os valores reduzidos ¥, das restantes ac¢Oes varidveis, quando

consideradas desfavoraveis.

S = 7S(; + 7[‘/’1S01k +ZW2jSQ/k]

A condicdo de seguranca impde que se utilize a teoria da elasticidade e a mecanica dos
materiais para determinar a deformacgao do elemento, considerando o estado limite de utilizacdo de
curta duracdo (combinacdo frequente das acc¢des) e definido pelos valores limites das flechas para
madres de coberturas ordindrias ( L/200).

Na hipdétese de se considerar o vento como ac¢do varidvel de base, o valor do coeficiente de
reducgdo para esta ac¢do vale ¥, = 0,2, enquanto que para a ac¢do da sobrecarga vale y, =0.

Sy =108, +10 [y, x0+(p, =0)x0]=0,247xsin(10°) = 0,04289 [kN / m]
S,..=108,. +10[w .+, =0)x0]=1,0x0243+1,0x[0,2x (~1,274)+ 0] [kN / m]= 0,243[kN / m]

Na hipétese de se considerar a sobrecarga como accdo varidvel de base, o valor do

coeficiente de reducdo para esta ac¢do vale y, =0, enquanto que para a ac¢do do vento vale

y,=0.

S =108, +1.0 |, =0)x0,, +, =0)x (7 =0)|=1,0x0,04289 = 0,04289 [kN / m]
Sp =108, +1.0 [, =0)x 0., + (w, =0)x (7 =0)]=1,0%0,243 = 0,243 [kN / m]

Depois de verificada a hipdtese de carregamento mais critica, o dimensionamento das

madres deverd obedecer a verificacdo da condicdo de seguranca, isto é:

S,y < L1200

adm

O deslocamento resultante do efeito das ac¢des poderd ser determinado em fungdo do tipo
de solucdo construtiva adoptado. Na figura seguinte sdao apresentados os tipos correntes da ligacao

das madres aos perfis do portico.
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P RN
Gz 2

Deslocamento maximo:

Deslocamento médximo:

Deslocamento maximo:

4 4 4 4
qL gL 5 4k gL
Ymax = Ymax = Ymax = =
" 384E] ™ 185E1 384E1 T68E]
Momento flector maximo: Momento flector maximo: Momento flector maximo:
2 2 2
M =9L M =9 M =9
max max max
10 8 8
Reacgdes nos apoios: Reacgdes nos apoios: Reacg¢des nos apoios:
R,=R,=qL/2 R,=R.=0375qL R,=R,=qL/2
R, =125¢L
a) viga continua (madre) aplicada em pelo b) viga continua (madre) aplicada em dois ¢) viga continua (madre) duplamente apoiada.
menos 3 tramos. tramos.

Fig. 61 — Tipos de ligagdes estaticas possiveis para as madres.

Os deslocamentos deverao ser determinados segundo as duas direcgdes principais:

S L'
LI 42’89§(5)4 —=0,001156[n]
" T3R4EL.  384x2.06x10"x29.3%10
4
Sl _ 243x(5) —0,000932[]

=T3R4I, 384x2.06x10" x206x10°"

R J 0,001156% +0,000932% =0,00148 < 0,025

Pode-se concluir que o perfil escolhido verifica, também, o estado limite de utilizacao,

sendo possivel escolher um perfil de dimensdes inferiores.

4.6.6 — Combinacio das accdes e verificacdo da estabilidade de um pértico

Quantifique as acgdes num portico construido em Braga interior € zona urbana, com duas

aguas de inclinac@o de 10°. O comprimento total do pavilhao € de 20 [m], sendo a distancia entre
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porticos de 5 [m] e a distancia entre madres igual a 1,3[m]. Considere ainda que a direc¢do do
vento actua na direccdo normal as fachadas permedveis e que a cobertura se caracteriza sem acesso
do tipo sandwish metdlica (ex: painel 2000), com 50 [mm] de espessura e com as seguinte

caracteristicas: ( p =0,11 [kKN/m2] e 4=0.41 [W/mK]). Despreze a ac¢do da neve.

Devera considerar um perfil inicial IPE330 para as vigas da cobertura e um perfil HEA 160
para os pilares, ambos em material S235 , no processo de projecto.

Verifique a segurancga do portico central (mais solicitado) numa anélise bidimensional.

De acordo com o RSA, artigo 9° - 9.2, a combina¢@o fundamental devera ser utilizada para
determinar o efeito das accdes exteriores. Estas deverdo ser quantificadas de acordo com os anexos
deste regulamento.

Na figura seguinte encontram-se representadas as diferentes ac¢des em presenca numa
edificacdo tipo porticada, sendo de salientar o facto de nem todas as acg¢des se encontrarem

definidas no mesmo plano de accdo, sendo necessdrio recorrer a respectiva projeccao.

I:EgjjJJ:DJSszG 1B sl /./ SGk(n)=G.cos(10)

SGK(1)=G.sin(10)

[TTTTTTTT] I sowe < M SR Qom0

SQk=Q.cos(10) i = SQK(1)=Q.cos(10).sin(10)
@/@ oo
@ @ /5: @ @ j % T, ] pl
v o
=900=0 =0 =90 Zz7z7z777777772777%] S )
SQk=W SQk=W I 1 - o
X

Fig. 62 — Plano de actuacio das ac¢des presentes no portico.

As acc¢des permanentes devem ter em consideracdo o valor do peso préprio dos elementos
estruturais. Assim, para além do peso das madres e do material da cobertura (ver figura seguinte),
deverd ser considerado o peso do perfil escolhido para a viga da cobertura IPE330 (carga
distribuida de 481,67 [N/m]) e o perfil HEA 160 para os pilares, conforme se representam na
figura seguinte. Foi ainda considerada uma solu¢do agrupada com o objectivo de uniformizar os

perfis.
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a) Pormenor da ligag@o viga pilar. b) Perfil inicialmente escolhido para verificagdo.

Fig. 63 — Perfis inicialmente escolhidos para o processo iterativo de projecto.

O efeito das ac¢Oes permanentes encontra-se representado na figura seguinte.

a) Acgdo permanente. b) Deslocamentos resultantes.

¢) Diagramas de momento flector. d) Diagramas de esforgo transverso.

Fig. 64 — Efeito isolado das ac¢des permanentes.
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G=G,+G,+G,=011[kN/m* x5 [m]+[10,6%x9,81)x5[m])/ (1.3 [m])+ 481,67[N / m]
=550 [N/ m]+399,94 [N / m]+481,67[N / m]
=949,9 + 481,67
=1431,57 [N/ m]

Relativamente a acg¢do da sobrecarga e de acordo com o artigo 34.2 do RSA, esta
determina-se em fun¢do da respectiva utilizacdo, sendo que para coberturas ordindrias vale, ver

figura seguinte:

Sp, =03 N 7P |=0.295 [kN 1 m? < 5[m]= 1.5 [kN 1 m]

a) Accdo especifica sobre a edificacdo (sobrecarga). b) Deslocamentos resultantes.

¢) Diagramas de momento flector. d) Diagramas de esfor¢o transverso.

Fig. 65 - Efeito isolado da ac¢ao especifica sobre edificios (sobrecarga).

A acg¢do do vento € determinada em fungdo da rugosidade aerodinamica do solo (tipo I) e

do zonamento da edificacdo (zona A).
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O valor da pressao estatica p € determinada em funcdo da pressdo dinamica W . Neste
caso, o valor da forca por unidade de area iguala W =0.7 [kN / mz], a qual deverad ser transformada
num valor de forca por unidade de comprimento, multiplicando pelo valor da cota de influéncia,

W, =0.7x5=3.5[kN/m].

A pressdo estatica depende ainda dos coeficientes de pressdo exteriores e interiores.
Considerando o vento normal as fachadas permedveis, implica ¢, =+0.2. Os valores dos
coeficientes de pressdo exterior dependem da forma da edificacdo exterior, devendo ser

contabilizados para as fachadas e para a cobertura.

Para a relagdo geométrica da estrutura a/b=1.33(3) e h/b=0.33(3), determinam-se os

coeficientes de pressdo exteriores nas fachadas, tendo em consideracio a tabela seguinte.

Tabela 19 — Coeficientes de pressio exterior para as fachadas.

0,
Fachadas
C
Q A B
5 | Ol -
>
D
a A B C D
0 +0.7 -0.2 -0.5 -0.5
90 -0.5 -0.5 +0.7 -0.2

Para o tipo de cobertura com duas dguas, o coeficiente de pressdo exterior depende da

localizagdo em planta do portico em estudo, ver tabela seguinte.

Tabela 20 - Coeficientes de pressdo exterior para a cobertura.

5,
Cobertura
E G 1 7.5
8
= \
S _.0°_._._.11._._H_ -
[0 EF GH EG FH
0 -1.2 -0.4 - -
90 - - -0.8 -0.6
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O efeito da ac¢do do vento pode ser representado em funcdo da orientagdo prevista no
regulamento, ver figura seguinte. Deverd ser verificada qual € a orientagdo do vento que produzird

uma situacao mais critica.

a) vento a 0° a) vento a 90°

Fig. 66 — Accéio do vento em duas orientacdes possiveis.

Em resumo, a ac¢do do vento pode ser quantificada de acordo com os valores representados

na figura que se segue.

W=1.4x3.5=4.9[kN/m] SW=W=0.6x3.5=2.1[kN/m]

@ 5 @m

o=0 o=0

‘W=0.5x3.5=1.75[kN/m] ‘W=0.4x3.5=1.4[kN/m]

@% SGk=W=1x3.5=3.5[kN/m] @% SGk=W=0.8x3.5=2.8[kN/m]

/g\ /g\

5 @ i @ 5 @m

=90 =90 =90 =90

SQk=W=0.7x3.5=2.45[KN/m] SQk=W=0.7x3.5=2.45[kN/m] SQk=W=0.7x3.5=2.45[kN/m] SQk=W=0.7x3.5=2.45[kN/m]

Fig. 67 — Efeito da acc¢io do vento, em duas direccdes.

Admitindo a solicitagcdo do vento mais critica como sendo a que corresponde a a =0, os
deslocamentos contrariam a tendéncia das outras ac¢des, conforma se pode observar nas imagens

da figura seguinte.
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b) Deslocamentos resultantes.

¢) Diagramas de momento flector. d) Diagramas de esforgo transverso.

Fig. 68 — Efeito isolado da ac¢fio do vento.

A combinagdo deve ser interpretada como uma pseudo soma das acgdes, tendo em
consideracdo as diferentes ac¢des varidveis de base e o respectivo posicionamento relativo aos
elementos que fazem parte do portico (vigas e colunas). Na tabela seguinte estdo apresentadas as
duas combinagdes previstas para a estrutura porticada, tendo em consideragdo o estado limite

altimo de resisténcia.

Tabela 21 — Valores das ac¢des combinadas nas vigas e pilares.

Caso | Acc¢@o Variavel de base Elemento Combinagio
1 w Cobertura (vigas) §=1.0xG+1.5x[7 +0x Q]
2 0 Cobertura (vigas) | §=15xG +1.5x[0+0.4x(# =0)]
3 w pilares S =15xG+1.5x[W +(©=0)

Desta tabela apenas poderao resultar dois casos possiveis a aplicar numa solugdo porticada
(viga coluna), devendo-se considerar o efeito mais desfavordvel a aplicar nos elementos da

cobertura.
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Na figura seguinte estdo representados os efeitos combinados das accdes na estrutura
porticada. Deve-se ainda salientar o facto de que o poértico deve ser modelado considerando as
imperfei¢cdes materiais e geométricas dos varios elementos que constituem a estrutura. Neste
sentido, as recomendacdes sdo para que se introduza no modelo de cdlculo uma imperfei¢ao global
equivalente, a que corresponde uma inclinacdo do pértico definida em fungdo da altura da
edificacdo [10]. A consideragdo das imperfei¢des de forma explicita implica que se efectue a
andlise da estrutura muito préxima da realidade, onde sdo incluidos os erros de verticalidade dos
pilares, ou curvatura dos elementos que constituem a estrutura.

Na figura estdo representados valores de deslocamentos e tensdes para pontos singulares da
estrutura, considerando a combina¢do mais desfavoravel para verificagdo do estado limite dltimo

de resisténcia.

DxX:  0.0000 m
DY:  0.0000 m
DZ: -0.0646 m

G¥:  0.0000 rad|
GZ: 0.0000 rad|

Ten: 205.837 MPa
x: 4.946 m

[pxX: 0.0000 m
p¥: 0.0112 m
© -0.0003 m

EEH]

0.0113 rad
0.0000 rad
6Z:  0.0000 rad

Fig. 69 — Deslocamentos e tensdes maximas do portico, determinados em fun¢do do estado limite ultimo.

Um dos processos de andlise preconizados no Eurocddigo sdo os métodos avangados de
calculo, pelo que se podera optar por uma andlise bidimensional com elementos finitos de viga.
Na figura seguinte € apresentada a discretizacdo efectuada neste modelo, tendo em

consideracdo a dimensdo geométrica do portico.
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ELEMENT §

ELEM NUM

DREE-NORM

ocT 4 2004
15:59:15

-2330 -zo01 -1472

-23.333
-3616 -z187 -757.718 671.111

1386

Fig. 70 — Discretizacdo e carregamento num poértico plano.

Com a possibilidade de utilizacdo de elementos unidimensionais

elaborada, com um elemento baseado na teoria de Timoshenko (BEAM 188), capaz de reproduzir

(linha),

comportamento no plano do pértico (elemento de viga plano), optou-se por uma discretizacdo mais

com

o estado da sec¢do do elemento, com a forma escolhida para a sec¢do recta € com comportamento

tridimensional (seis graus de liberdade por nd). O excesso de graus de liberdade deverd ser

constrangido em fun¢@o do comportamento previsto da estrutura (UZ=0, ROTX=0, ROTZ=0).

Na figura seguinte encontram-se os resultados para o estado limite dltimo.

a) Deslocamento vertical.

NODAL SOLUTION
sTEP=1

sUB =1

TIME=1

uy

REYS=0

pMx =.0781f
sMN =-. 074824
sMx =.954E803

-.074922 -.058062

-.041201 -.024339
066493 -.049632 -.03277

-.007477
-.015508

AN

ocr 4 2004
15:45:33

.9548-03

b) Tensdes axiais Sx.

c¢) Tensdo equivalente Von Mises.

AN

ocr 4 2004

NODAL SOLUTION

sTEP=1 18

E——
.128E408 -.3328408 L616E+08 .1568409

-.223E408 -
1758408 - .805E+08 .1428+08 L1088 +05

146:33

.204E+08

d) Tensdo equivalente Von Mises (pormenor).
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AN AN
NODAL SOLUTTON
OCT 4 2004 OCT 4 2004
SrEp=1 15:48:09 15:48:09
SUB =1 81
TIME=1 TIME=1
SEQV SEQV (AT
DMX =. 078 DMX =.07816
SMN =407 SMN =40717
SMX =.2238+09 SMX =.223E+09
"
!
40717 . 495E+08 . 989E+08 .148E+09 .198E+09 40717 .495E+08 .989E+0p .148E+09 .198E+09
2488408 2428408 124408 1738408 (2238408 2488408 428408 P 124ms00 (1738408 2238108
e) Esfor¢o normal [N]. f) Esforgo transverso [N].
AN AN
L1NE STRESS LINE STRESS
OCT 4 2004 OCT 4 2004
STEP=1 16:20:23 STEP=1 16:23:51
SUB =1
vy
var v
MIN =-29320
ELEn-24
MAX =2690y
ELEM=11
-36723 =-31771 -26820 -21868 -16917 -29320 -16826 -4333 8161 20655
-34247 -29296 -24344 =-19392 -14441 -23073 -10579 1514 14408 26901
g ) Esforco momento flector.
AN
ocr 4 2004
STEP=1 16:21:28
SUB =1
TIME=1
wr o owes
WIN =-44712
ELEM=10
MAX =63936
ELen-17
X
-44712 20568 4
-32640 63936

Fig. 71 — Resultados para o estado limite dltimo.

A representacao dos esforcos pode nao estar de acordo com a convencao habitual de sinais,
sendo de referir que os respectivos valores confirmam os resultados esperados.

Resultados semelhantes podem ser obtidos por outros programas de calculo, disponiveis no
mercado. Os resultados que se apresentam na figura seguinte foram obtidos com o programa Cype,
sendo de salientar pequenas diferengas relacionadas com o modelo de cdlculo utilizado em cada

programa.
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RNy e

Ten: 143.576 ¥Pa
x: 0.000 m

Fig. 72 — Envolvente da tensdo no portico, para a combinacio fundamental ELU de resisténcia.

Os perfis seleccionados sdo claramente suficientes, verificando ambos as condi¢des de

seguranca (estado limite dltimo de resisténcia sem plastificacao).

4.6.7 — Determinacao dos esforcos internos

Para as condi¢des do exercicio 4.6.3, verifique os diagramas de esfor¢os internos obtidos

através de um cédigo de elementos finitos.

4.7 — Exercicio proposto de aplicacio RSA.

A figura seguinte representa-se um conjunto de vigas em consola, pertencentes a um
edificio tipo industrial e que tem como funcdo suportar um pavimento em grelha metalica. Cada
viga € constituida por uma estrutura articulada (trelica), utilizando perfis IPN nas cordas e
montantes (com a alma no plano da viga) e cantoneiras nas diagonais (soldadas a “gussets” nos nés
da viga. Em fun¢do das condi¢des de apoio, e sabendo que a estrutura estd sujeita as acgoes
descritas, dimensione os perfis IPN (cordas e montantes) e as cantoneiras (diagonais) em ago S235,

de acordo com a regulamentagao Portuguesa.
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IPE Pavimento em grelha metélica
o)
B
I !
r >‘ g
I | _—
/ —
L—1 1
/ o
A
0.8 0.8 0.8 0.8 0.8

Fig. 73 — Modelo de um pavimento em edificacfio industrial.

A estrutura apresentada deverd considerar o peso préprio do pavimento e trelicas —
equivalente a uma carga uniformemente distribuida de 750 [N/m?], assim como o peso proprio das
vigas metélicas de suporte do pavimento — 100 [N/m] e uma sobrecarga no pavimento de 6900
[N/m?]

Devera verificar os estados limites dltimos plausiveis, considerando apenas as acgdes

referidas.

S, = Z:, YaSci 7, {S(‘)lk + X;WOjS@kj|
i= =

S, =1.5[750x (3% 0.8)+ (100 x 3)]+1.5x [6900x 3% 0.8]
S, =3150 + 24840
S, =27990[N]

Determinacdo das reac¢des nos apoios, considerando este carregamento concentrado em cada n6

da trelica.
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RBy 13995 27990

27990 27990 27990 13995
RB

: ! ! ! !

I !

r >‘g

1 // _
RA // I
0.8 0.8 0.8 0.8 0.8
e RA+RBx=0 RBx =-279900
{ZM:()@ RBy—27990%-13995%2 =0 &4 RBy =139950

Y M= RA—27990%#(0.8+1.6+2.4+3.2)-13995%4 =0

RA=279900

Determinacio dos esfor¢os internos: Os elementos da trelica mais solicitados encontram-se
localizados proximo dos apoios. Os elementos homologos (constituidos pelas mesmas seccdes)

encontram-se menos solicitados, pelo que apenas serd necessdrio determinar os esfor¢os nas barras
AB, BC, CD, AC e BD.

1g(6)=0.7/4=>6 =9.96°
1g()=0.86/0.8 = B =47.07°

ol S

FACx0.985+ FBCx0.681+ FBD =0 RBx =208455
—13995+139950+ FACx0.173—- FBCx0.732=0 & ¢ FBC =104911
279900x1+ FACx0.985x1=0 FAC =-284162

=

=

b

Determinacao do esfor¢o na barra FAB.




Mecdnica Estrutural I 93

139950 13995

279900 208455

104911
FAB

Z’Fx=0<:> 208455+104911x0.681—-279900 =0 - FAB =49160
ZFyzO 139950 -13995 - FAB —-104911x0.732=0

Determinacao do esfor¢o na barra CE e CD.

139950 13995

FCD
279900

— % = FBD

279900
FCE
o

0.8

FCEx0.985+208455=0 -
{Z &9 139950-13995+ FCD+ FCEx0.173=0 & {FCE =-211629
Z 279900x1+ FCDx 0.8+ FCEx0.985x1=0 FCD =-89343

=
[Tl
ol O

Dimensionamento da corda AC: Trata-se de um perfil no estado de compressao (L=0.8121[m]),

submetido a uma carga de 284162 [N], pelo que devera ser verificado o artigo 42 do REAE.

O5i <O
. = Ny
Sd —_A¢

N, representa o valor de célculo do esfor¢co normal actuante, 4 refere-se a drea da secgdo
transversal do elemento em estudo, ¢ representa um coeficiente de encurvadura, funcdo da

esbelteza A. A esbelteza do elemento estrutural, definida como sendo igual ao quociente entre

comprimento de encurvadura L, e o raio de giragdo da secgdo i, ou ..
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Admitindo um perfil IPN 140 => i_ =1.4[cm} 4 =18.3|cm? |

COEFICIENTE DE ENCURVADURA
TIPO DE ACO COEFICIENTE DE ESBELTEZA A ¢
A<20 ¢=1
$235 20<A<105 , 081210 0 =1.1328 — 0.00664 4 ¢ =0.7476
A>105 0.014 _ >
@ =4802/ 4
N,
oy, = =207|MPa]
Ag

Perfil IPN 140 é adequado.

Dimensionamento do montante CD: Trata-se de um perfil no estado de compressio

(L=0.86[m]), submetido a uma carga de 89343[N], pelo que devera ser verificado o artigo 42 do
REAE.

Admitindo um perfil IPN 120 => i, =1.23[cm} 4 =14.2|cm? |

Ny
__ 086 —69.9 = ¢=0.6685 => O, :—“’:94[MPa]
00123 Ao

Perfil IPN 120 € adequado.

Dimensionamento da diagonal BC: Trata-se de um perfil no estado de trac¢do, submetido a
uma carga de 104911[N], n3o devendo adoptar uma esbelteza exagerada, pois pode ocorrer

compressao para uma qualquer outra combinacdo de ac¢do. Na pratica procura-se que a esbelteza
seja inferior a 200.

OSd < ORd

O valor de célculo das tensoes resistentes € dado por:

Opra = fyu’

O valor de célculo das tensdes solicitantes de célculo é dado por:

e % = 4> 446410 [m* ] => Perfil L100x100x10.
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4.8 — Exercicio de aplicacido sobre accdes sismicas.

Determine o valor das accdes sismicas caracteristicas, actuantes na estrutura
esquematizada, utilizando o método estético. Trata-se de um edificio de quatro pisos, estrutura de
betdo armado, destinado a escritérios, a construir na regido de Lisboa (zona A), sendo o terreno de

fundagdo em argilas duras (tipo II). A estrutura modulada apresenta ductilidade normal 7=2.5,

com dimensdes em planta de 18x30 [m] e altura h=12 [m)].

Fk

)

v

Fig. 74 - Modelo de uma estrutura quase simétrica.

As caracteristicas dos elementos estruturais resistentes sao as que se apresentam na tabela

seguinte.

Tabela 22 — caracteristicas dos perfis estruturais.

VIGAS PILARES f {L l °v‘2¢ T
h (cm) B H Ixx Iyy >

Ref. h
€ Ref. (cm) | (cm) | (dm4) | (dm4) " —
V1-V2 50 P1 P2 P3 30 40 16 9 A
V3-V4 50 P4 P5 30 40 16 9 03 T
V5-V6 55 P6 P7 40 45 30.37 24 < " < )
V7-V8 55 P8 40 45 30.37 24

VIGAS PILARES
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Em funcao do nimero de pisos (n=4), é possivel determinar de uma forma aproximada o

valor da frequéncia prépria fundamental f.

r=2= s
n 4

O coeficiente sismico de referéncia é determinado em fun¢ao da frequéncia.

B, =021 =035

Para o coeficiente de sismicidade igual a 1 (zona de Lisboa) e para as caracteristicas de

comportamento da estrutura porticada, é possivel determinar o valor do coeficiente sismico.
a
p=5—=014a=0,14
n

O valor caracteristico da for¢ca global aplicada no piso i, depende da altura do respectivo

piso e do valor relativo das massas associadas, conforme expressao seguinte.

n

Y G,

1

F, = BXhxGx————

Y hxG,
p

Nesta equagdo [ representa o coeficiente sismico, 4 representa a altura do piso i,
enquanto que G, representa a soma dos valores das cargas permanentes e dos valores quase

permanentes das ac¢des varidveis correspondentes ao piso i. O somatério deverd ser aplicada ao
nimero de pisos da edificacdo ».

A distribui¢do destas forcas encontra representada no grafico da figura que se segue, sendo
que estas se consideram aplicadas com excentricidades relativas ao centro de massa, para a

situacdo mais desfavoravel.
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E. Wh n my,
Fi Wi i m;j
Fi Wi i m;
hi
Fq Wy 1 mq

Fig. 75 — Distribui¢io das for¢as resultantes por pisos.

Para verificacdo das condi¢des de aplicabilidade do método simplificado, (artigo 30 do
RSA), a distancia entre o centro de rigidez e o centro de massa nao deve exceder 15% da dimensao
do edificio perpendicular a direc¢do das forcas consideradas. Esta condicdo obriga que se proceda
ao célculo do centro de massa e de rigidez. A determinag@o do centro de massa em cada piso deve
ser determinada pela resultante das forcas verticais aplicadas ao eixo de cada pilar, de grandeza
proporcional as massas suportadas por cada um, considerando o pé direito por baixo das vigas no
R/C e 1° andar igual a 2,45 [m] e o pé direito do 2°/ 3° andar igual a 2,60 [m]. O centro de rigidez
€ determinado do mesmo modo que o anterior, considerando forcas de grandeza proporcional ao
momento de inércia de cada um dos pilares, para cada uma das direccdes x e y.

O valor das acgdes especificas € funcdo das cargas permanentes e do valor quase

permanente da accdo varidvel sobrecarga.

Tabela 23 — Valor caracteristico das massas dos elementos.

MASSA DO EDIFICIO VALOR CARACTERISTICO TIPO:
ELEMENTO P- PERMANENTE
V- VARIAVEL
Laje 370 [kg/m2] P
Parede da fachada 430 [kg/m2] P
[Enchimento cobertura 280 [kg/m2] P
Viga V1...V4 310 [kg/m] P
Viga V5...V8 350 [kg/m] P
Pilar P1...P5 350 [kg/m] P
Pilar P6...P8 560 [kg/m] P
Sobrecarga terraco 200 [kg/m2] )\
Sobrecarga pavimento 300 [kg/m2] \Y
Sobrecarga divisérias 130 [kg/m2] \

O cdlculo tem de ser efectuado para cada piso, considerando as cargas permanentes e o
valor 40% (sobre carga) das cargas varidveis. Concretizando para o piso da cobertura e do 3°

andar, a acc¢do concentrada vale:




Mecdnica Estrutural I 98

Tabela 24 — Massa correspondente ao piso cobertura.

MASSA DO VALOR MASSA [KG]
EDIFICIO CARACTERISTICO

Elemento

Laje 370 [kg/m2] | 554x370=204 980
[Enchimento cobertura 280 [kg/m2] 554x280=115 120
Viga V1..V2 310 [kg/m] 241x310= 74 710
Pilar P1...P2 350 [kg/m] | 1/2x70 x 350 = 12 250
Sobrecarga terraco 200 [kg/m2] [40%(554x200)=44 320

total 491 380

Tabela 25 —Massa correspondente ao 3° piso

MASSA DO EDIFICIO VALOR MASSA [KG]
CARACTERISTICO

Elemento

Laje do pavimento 370 [kg/m2] 554x370=204 980

Viga V3...V4 310 [kg/m] 241x310= 74 710

Divisorias leves 554x130=72 020

Pilar P3...P4 350 [kg/m] 70 x 350 =24 500

Paredes de fachada 430 [kg/m2] 145x430=62 3500

Sobre carga 300 [kg/m2] 40%(554x300)=66 480

total 505 040

A determinagdo da massa para os pisos, 1 € 2, deverd ser feita de maneira semelhante.
Para determinagdo do centro de massa afecto a cada piso, deverd ser considerado o valor da

forca correspondente a cada drea de influéncia dos pilares, ver figura seguinte.

Fig. 76 — Area de influéncia das forcas de massa concentradas.

O resultado da aplicac¢do desta formula ao piso da cobertura, dd origem a:
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Resultado semelhante pode ser encontrado para os restantes pisos, ver tabela seguinte.

Tabela 26 — Posic¢io do centro de massa de cada piso.

PISO SMI XI YI
1 491380 0,41 0,24
2 505040 0,41 0,24
3 529380 0,41 0,24
4 529380 0,41 0,24

O centro de rigidez devera ser calculado do mesmo modo que o parametro anterior,
considerando forgas de grandeza proporcional ao momento de inércia de cada pilar, considerando,

a titulo de exemplo, para o piso da cobertura:

Vil
Zyl xxi ~ IXXX9 ~

b - _ _ 25, 1, x15
coYrn, 271,

0.33 X, = = =0.55
ZIW 27 [yy

A condi¢do de aplicabilidade do método estdtico (artigo 30 do RSA), obriga que se
determine a distancia entre o centro de rigidez e o centro de massa. No caso do piso da cobertura,

esta condi¢do € verificada, de acordo com:

b, =055-041=015 < 15%(30)=4,5[m]
b, =033-024=0,09 < 15%(18)=2.7[m]

O valor caracteristico da forca global aplicada a cada piso pode ser determinado em fungdo

dos valores apresentados nas duas tabelas seguintes.

Tabela 27 — Valores dos factores de calculo de cada for¢a global.

ID PESO DAS MOMENTO DAS
MASSAS [KN] | MASSAS [KNM]
cobertura G4=4817 M4=4817x12
3° G3=4951 M3=4951x9
2° G2=5190 M2=5190x6
1° G1=5190 M1=5190x3
Total Z Gi=20148 Z hiGi = 149073
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Tabela 28 — Valor da for¢a caracteristica de cada piso.

D FORCA PISO [KN]

cobertura| Fk4=0,14x12x4817x0,135 Fk4=1092

3° Fk3=0,14x9x4951x0,135 Fk3=842

2° Fk2=0,14x6x5190x0,135 Fk2=589

1° Fk1=0,14x3x5190x0,135 Fk1=294

No caso de estrutura simétrica em relacdo ao plano que contém a direc¢do da acgdo
sismica, pode considerar-se que as resultantes das forgas estdticas equivalentes actuam segundo

esse plano, distribuindo o seu efeito pelos elementos localizados em paralelo, de acordo com a

expressao:
By,
E =%(1i0,02x)

Os valores distribuidos pelos sete porticos dao origem ao seguinte quadro de forcas:

Tabela 29 — Valores das forcas distribuidas por portico.

VALORES DAS FORCAS NOS IFKI
PORTICOS TRANSVERSAIS
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 |[KN]
X -14591 -9,59 | -4,59 | 041 | 541 | 1041 | 15,41

P1

P2

P3

P

— oo

é 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 1,2 1,3
Fk4 109,2 | 124,8 | 140,4 | 156,0 | 171,6 | 187,2 | 202,3 1092
Ps | [Fk3 84,2 | 96,2 | 108,3 | 120,3 | 132,3 | 144,3 | 1564 842
P6 {Fk2 58,9 | 67,3 | 75,7 | 84,1 | 92,6 | 101,0 | 109,4 589
b7 Fk1 294 | 33,6 | 37,8 | 42,0 | 46,2 | 50,4 | 54,6 294
v X Total 2817

A quantificagdo do efeito da ac¢do sismica equivalente considera-se efectuada, sendo agora

necessario recorrer a um processo de analise estdtica comum.
5 - METODOS ENERGETICOS

Estes métodos sdo de grande importancia em anélise estrutural. Os dominios de aplicacdo
sdao diversos, podendo realcar o célculo de deslocamentos em elementos lineares e curvas, a

determinacdo de incégnitas em sistemas hiperestiticos simples, a andlise elementar da mecanica

do impacto, etc.
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Quando um corpo elastico se deforma sob a accdo de forcas externas aplicadas, estas
realizam trabalho que fica armazenado no interior do corpo, sob a forma de energia eléstica de

deformacdo, ver figura seguinte.

Fig. 77 — Configuracio inicial e deformada.

z

Na formulagdo classica, o equilibrio de forcas € efectuado com cdlculo de tensdes e
deformacdes. A formulagdo alternativa prevé métodos baseados no trabalho e energia das forgas
exteriores e interiores que actuam numa estrutura, a qual facilmente se aplicam métodos numéricos

de resolu¢dao, MEF.

5.1 - Energia de Deformacio

A determinacdo da configuracdo de equilibrio de um corpo deformavel pode ser
estabelecida com base em métodos energéticos. Estas técnicas sao de grande importancia em
andlise estrutural. Destes métodos sdo de destacar os métodos baseados no teorema dos trabalhos
virtuais e seus derivados.

Segundo o primeiro principio da termodinamica, a variagdo de energia AE verificada num

corpo sob a accdo de forgas exteriores P; serd dada por:

AE = WE + Q (eq. 58)

em que Wg € o trabalho realizado pelas forcas exteriores e Q a quantidade de calor cedida pelo
meio ambiente ao corpo. Admitindo tratar-se de um processo adiabatico, sem trocas de calor com

o exterior, teremos simplesmente.
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AE =W, (eq. 59)

Se por outro lado, considerarmos que o carregamento do corpo se produz de forma
incremental, a variacdo de energia cinética serd nula (AT = 0) e a variacdo de energia do corpo sera

s6 acompanhada de variacdo de energia interna AU. Teremos entao:

AU =W, (eq. 60)

5.2 - Teoremas sobre energia de deformacao

A variacdo da energia interna de um corpo eléstico designa-se por: Energia de Deformacao.
O valor da energia de deformag¢do U armazenada numa barra de comprimento L quando a carga

cresce de 0 a F serd dado pela equacdo seguinte.

1
U= EFd (eq. 61)

Nesta expressdo estd implicito que a relacdo carga/deslocamento € linear, sendo portanto a
energia de deformacdo armazenada pela barra, representada pela drea triangular do diagrama da

figura que se segue, no caso do material apresentar comportamento linear eléstico.

Fig. 78 — Energia de deformacfio a) material linear eldstico, b) material ndo linear eldstico.

Na deducgdo das expressdes para o trabalho de um sistema de forgas exteriores admite-se,

por simplicidade, que a solicitacdo exterior apenas compreende forcas, excluindo variagdes de
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temperatura e assentamentos de apoio, pelo que o trabalho total de todo o sistema ser em regime
eléstico perfeito.

Se um corpo, no inicio descarregado, isento de variacdes de temperatura e de
assentamentos de apoios, € solicitado por uma forca incremental crescente de zero até ao valor
final, o trabalho produzido na deformacdo eldstica do corpo € independente da ordem de aplicagcdo
de forcas e da sua lei de variagcdo, tendo metade do valor que teria se as forcas fossem aplicadas
com o seu valor final, desde o inicio.

Nas estruturas articuladas, as barras estdo sujeitas sé a esfor¢cos normais, constantes ao

longo da barra e portanto nas condi¢des da barra representada na figura seguinte.

Fig. 79 — Barra deformada por aplicacdo de uma forca.

O valor da energia de deformacdo armazenada numa estrutura articulada, quando a carga

cresce de forma quase-estética de 0 a F. serd dada por:

1« NZL,
U :EZ EA (eq. 62)

em que N;j representa o esforco normal, admitido como constante, L; o comprimento do elemento,
E; 0 médulo de elasticidade e A; a drea da secc¢do recta de cada barra 1.

Para o caso de uma estrutura continua, num elemento de volume V de forma e dimensdes
arbitrérias, o cdlculo da energia de deformacgdo pode ser feito através do tensor das tensdes e das

deformagdes. Para o regime linear podemos escrever:

U=[w,adv (cq. 63
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em que

1
W, = E(GXSX +06,8, +6,€, +T,,7,, +T,.7,; +T0¥x) (eq. 64)

representa o valor da energia de deformacao por unidade de volume.

A aplicacdo da equagdo 63 pressupde o conhecimento do tensor das tensdes e do tensor das
deformagdes em todos os pontos do corpo. A solug¢do analitica s6 serd possivel no caso de
elementos com geometria simples e submetidos a solicitagdes simples. Estamos novamente no
dominio de barras ou pecas lineares sujeitas a solicitacdes como trac¢io simples, flexdo pura, etc.
Casos mais complexos exigem um tratamento numérico da equacdo (63).

De uma forma genérica, o tipo de estruturas reticuladas € constituida por associagdo de

elementos lineares. Neste caso o cédlculo da energia de deformagdo pode ser feito através dos

esforcos internos, como se indica na seccao seguinte.

5.3 — Energia de deformacio de elemento submetidos a esfor¢co normal

Considerando um segmento de comprimento dx do elemento estrutural, com area da sec¢ado
recta A, e sujeito a um esfor¢co normal N, a tensdo normal deverd ser determinada através de ox=
N/A e a deformacdo axial € = N/(EA). A energia de deformacdo absorvida pelo elemento de

comprimento L, serd dada por:

L 2

N
—dx (eq. 65)
EA «

Fig. 80 - Representacio geométrica do elemento barra
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5.4 — Energia de deformacio de elemento submetidos a esfor¢o de flexiao

Considere-se outro tipo de elemento, agora sujeito a um carregamento de flexdo. Para as

fibras localizadas na cota y, a tensdo normal serd ox= M y/Iz e a deformacgdo axial associada

&x=My/(Elz).

£y Fa

1 ‘l l l i
b

——w—_—Segment

@)
Fy

Fp

- ——— ——&———Segment in displaced position
AN £)

7 a8
by

Fig. 81 — Elemento de viga. Energia de deformacio.

Por aplicacdo de equacdo 63 determina-se o valor da energia de deformagdo no elemento.

M2 2
U= —deAdl (¢a. 66

Atendendo ao facto de que o valor do integral de drea da funcdo (y°dA) é numericamente igual a
I, o valor da energia de deformagdo na viga de comprimento L é obtido através da seguinte

expressao.

1 2
= E ?d/ (eq. 67)

5.5 — Energia de deformacio de elementos submetidos a esforco transverso
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Considere-se um elemento estrutural submetido a um estado de corte puro, conforme se
representa na figura seguinte. O estado de tensdo criado encontra-se representado para diferentes

tipos de seccdes rectas.

Fig. 82 — Elemento submetido a um estado de corte puro.

A energia de deformacgdo devida ao esforco cortante V para o elemento infinitesimal sera

dada por:

17
U=y | oA (cq.68)

em que T € a tensdo de corte € G o modulo de elasticidade transversal. O valor da tensdo de corte T

ndo € constante ao longo da secg¢do recta e depende da forma do perfil.

Para a sec¢do rectangular indicada na figura anterior, a variagdo da tensdo e efectuada de

acordo com a seguinte expressao.

v o

=g( 1 y2) (eq. 69)

T

Assim, o valor da energia de deformacao infinitesimal correspondente vale:

1V d/2 2 2\
du = > 461, J—d/2(T_ y /bdy dl (eq. 70)
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Para o caso geral € possivel escrever.

V2
GA

du

N =

dl (eq.71)

r

em que A, representa a area reduzida da secc@o. Para uma sec¢do rectangular A,=A/1,2. Para os
perfis I normalizados, em que se admite que o esfor¢o cortante é absorvido pela alma do perfil, a
seccao reduzida serd a seccao da alma do perfil.

Para uma viga de comprimento L, a energia de deformac¢ao devida ao esfor¢co cortante V

serd dada por:
LoV
U=—|——dL eq. 72)
) G4, e

em que A; = A / m, representando m o valor do factor de corte da seccdo em estudo, caracterizado

pela expressdo seguinte.

k= % ” ?—;dA (eq.73)

em que Q representa o valor do momento estatico de primeira ordem, t representa o valor da
largura do perfil e I o respectivo valor do momento de segunda ordem.
Para o caso de um perfil com uma secgao recta, o valor do factor de corte pode ser

determinado, conforme figura seguinte.
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(/2 +)72
g
: y
b h h b h 5> ). b
A=hb, I = , Q=(=—- )by =(=—-y)z(=+y)=(—-y)=, t=b
12 ¢ 2 ; 2 S22, 5 4 2
40 36 0 a5 36 M2 R 5,
k= S [[Sdvdr = = [[(— =) dvdz = 25 | (——") dy
P b4 W _pn 4
rin 4 5 /2
72 M2 pd “ye L 2|8ty ity Y 6
k=— | (——F—+)y)dy = < — il ey 2
Ry 16 ) h- 16 6 8 g 5

Fig. 83 —Determinacéo do factor de corte.

Para outro tipos de sec¢do recta, os valores podem igualmente ser determinados por

integracdo, resumindo-se aos valores apresentados na tabela seguinte.

m=6/5 m=10/9 m=. m=A/A(alma)

Fig. 84 - Valores do factor de corte para diferentes seccdes de elementos estruturais.

5.6 — Energia de deformacio de elementos submetidos a esforco de torcio

Para um elemento infinitesimal dL, sujeito a um momento torsor M;, a tensdo tangencial

para um ponto a distincia r do eixo serd T =M, 1/1,,.
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Fig. 85— Energia de deformagio devido ao esfor¢o de tor¢ao.

O valor da energia de deformacdo infinitesimal pode ser determinada, de acordo com a

seguinte expressao.

1 M,r?
I L dAdl (eq. 74)

du =~
21 612

Por integracdo, o valor da energia de deformacdo do elemento serd determinado de acordo com:

1 M2
:E Fdl (eq. 75)

5.7 — Energia de deformacio de elementos submetidos a variacio de temperatura uniforme

No caso de verificar uma variagdo de temperatura uniforme, de amplitude AT, o elemento

sofre uma deformacgdo €, € uma tensdo Oy de valor igual a:

&x = aAT

oxx = Eexx = EaAT (eg. 76)

A energia de deformacao serd determinada pela expressao seguinte.

1 2 1 2
U_EH E(aAT) dV—E ]j EA(AT)*dL (eq. 77)




Mecdnica Estrutural I 110

5.8 — Energia de deformacio de elementos submetidos a variacdo de temperatura diferencial

Admitindo um aumento de temperatura na face superior, ATs, e um aumento de
temperatura diferenciada, na face inferior, ATi, serd de prever o aparecimento de esforcos normais

e de flexdo, os quais deverao ser devidamente considerados.
7 =1
I PR
( I E
[z\ ax

5N
I

.'M\
S do N AT=T,-T,

P o7 wle-Lof [PHY
1 \ dby 2

+7, y
2 / AT -
v R ‘) % Ao I o
C
M

7

nL>1 - — 7, — — 7 —»

1

¢

M

Fig. 86 —Elemento submetido a um aquecimento nfio uniforme.

Origem relacionada com esfor¢os normais:

e, =%(ATi +ATs)

o, = E%(AT:‘ +ATY) (€. 78)
Origem relacionada com o esforco de flexao :
Q M
0, =—(ATi—ATs)=— (eq. 79)
M h ( ) El eq
A energia de deformacgdo podera ser determinada pela expressdo seguinte:

U=1 [ EAC(ATi + ATs)) dL + - [ EIE(ATi - ATs))2dL (cq. 80)
2177 247
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5.9 — Energia de deformacio de elementos submetidos a um carregamento genérico

No caso mais geral, um elemento linear estard sujeito a solicitacdes que lhe criam
simultaneamente todos ou quase todos os esforcos indicados anteriormente. Assim, para o caso de
estruturas planas sob a accdo das solicitacOes apresentadas deverd ser necessdrio considerar

simultaneamente os esforcos N, V, M e M, originando:

1 (N (M? % M,
U= g+ El, a+| GA,d/+J ci, ¥ (ca- 80

Para o caso de elementos estruturais tridimensionais devem ser consideradas as seis

componentes dos esfor¢os internos para o cdlculo do valor a energia de deformacao.

1 N

:E(

2 V2 V.2 M2 M 2 M.2
y z X y z
EAdl+IGA,dI+IGA,dI+IG/p d/+jE/y dl+JEdl) (¢ 82

Para cada um destes casos de solicitacdo, poderd ser necessario adicionar o efeito da

presenca da variacdo de temperatura.

5.10 — Exercicios de aplicacio

Para o componente representado na figura seguinte e para um material com um moédulo de

elasticidade igual a E=75 [GPa], determine a energia de deformacao na barra de Aluminio.

1.2m

1.8 m

N

$24 mm

$16 mm

\? 60 kKN

Fig. 87 —Modelo de elementos submetidos a esfor¢o normal.
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Para as estruturas representadas na figura seguinte e para as sec¢oes transversais indicadas,

determine a energia de deformagao sabendo que ao material corresponde E=200 [GPa].

80 [kN]

30 [kN]
c
A=2000 [mm2] _ \\s\\ A=2000 [mm2]
_ g 0
= o IR
= -
B A=2500 [mm2] T~
A=2500 [mm2] NG
TS 90[kN]
A B S ‘
=% 100 [kN]
2.2 [m] 1 [m] 2.25 [m]

Fig. 88 — Modelos de estruturas articuladas.

Para a viga representada na figura seguinte, determine a energia de deformacgado devida a

flexao, despreze a energia devida as tensdes de corte. Considere o material com um médulo de

elasticidade, E=200 [GPa].

Fsd= 10000 [N] Qsd= 50000 [N/m] Fsd= 10000 [N]
' VHLHVHHH{ '
L —— 27
Lb=0.5 [m] L=2.0 [m] Lb=0.5 [m]

Fig. 89 — Modelo de uma viga submetida a carregamento concentrado e distribuido.

6 - PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

Num sistema isolado em que ndo se verifique a variacdo de outras formas de energia
(térmica, cinética,...) existe uma igualdade entre o trabalho de deformacdo realizado pelas forcas
exteriormente aplicadas numa estrutura e a variacdo de energia eldstica que esta estrutura sofre.

Um trabalho elementar realizado pelas forgas exteriores provocard uma variacdo elementar de

energia eléstica.
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We =9, (eq. 83)

F} 6D}= [{G}T eV (ca. 84

A condic¢do de equilibrio de um corpo deformével pode ser expressa em termos do Teorema
dos Trabalhos Virtuais. Para um sélido deformével em equilibrio o trabalho virtual das forgas
exteriores, para qualquer deslocamento virtual &y aplicado ao corpo, € igual a variacdo dy, da
energia interna de deformacgdo. Diz-nos ainda o principio do trabalho virtual que é condicdo
necessdria e suficiente para que um sistema de forcas esteja em equilibrio, que seja nula a soma
dos trabalhos realizados por todas elas, num deslocamento virtual arbitrdrio dos respectivos pontos
de aplicacdo.

Para o caso do corpo representado na figura seguinte, considere-se Q; o valor das cargas

exteriores e por 8q; a componente do deslocamento virtual 8d na direc¢@o e sentido da carga Q;. O

trabalho virtual produzido pelas forgas exteriores serd entdao dado por:

Fig. 90 — Trabalho virtual realizado pelas cargas exteriores.

SWE = Z Q,- Sq, (eq. 85)

Se designarmos por 0¢;; a deformagéo virtual associada ao deslocamento virtual 6d, a

variacdo de energia interna de deformacdo serd dada por:

8U = [ o,8e,dV (cq. 86
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Das equagdes anteriores resulta a seguinte expressao:

Z Qi &i = J. O-:j 58,;,‘ dV (eq. 87)

ou seja o trabalho virtual das forcas exteriores € o trabalho realizado pelas forcas reais sobre os
deslocamentos virtuais e que o trabalho virtual de deformacéo € o trabalho realizado pelas tensoes

reais sobre as deformacdes virtuais.

6.1 - Teorema do deslocamento virtual unitirio para calculo de forcas

O Teorema dos Trabalhos Virtuais (TTV) pode ser utilizado para a determinacdo da
configuragdo de equilibrio de uma estrutura ou dos esforcos que estdo a actuar, conhecida a
configuracdo de equilibrio. Por exemplo, suponhamos que para o corpo da figura seguinte sdo
conhecidos os valores dos deslocamentos d1, d2, d3 e d4 e se pretende determinar o valor da carga
Q4. Consideremos um deslocamento virtual tal que d4=1, por aplicacdo das equacdes anteriores

podemos €screver:
Q4= [o,de,dV (€. 88)

em que de;j representa as deformagdes associadas ao deslocamento virtual 34=1 e Gij as tensdes
associadas as cargas Qi, as cargas reais aplicadas. De notar que a consideracio de um
deslocamento virtual 8qi=0 com dg4=1 é possivel, desde que tal deslocamento respeite as
condicdes fronteira impostas ao corpo. A equacdo anterior corresponde ao enunciado do Teorema
do Deslocamento Unitario que refere que numa estrutura em equilibrio, o esfor¢o Qj pode ser

calculado considerando um deslocamento virtual unitario dqj = 1 a partir de:
0 = J.GU oe,dV (eq. 89)

A utilizac@o desta equagdo depende da possibilidade de calculo do seu segundo membro. O
caso mais simples € o das estruturas articuladas, razdo pela qual se apresentardo algumas

aplicagdes.
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Fig. 91 — Teorema do deslocamento unitario.

6.2 — Aplicacgoes sobre TDU

1- Consideremos o sistema de n barras articuladas representado na figura. Designemos por on o
angulo da barra n com a horizontal. Qual a configuragdo de equilibrio do sistema quando ao ponto

A ¢é aplicada uma forca P?

2 — Para a estrutura representada na figura seguinte, determine a forca Q1 (vertical), associada a
um deslocamento vertical q1 do ponto D da estrutura, @ = 45°. Resolva o mesmo problema
calculando agora uma forca Q2 (horizontal), associada a um deslocamento horizontal g2 do ponto

D.
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A7
S Q1 S
Y D B > Ql:
2 ql =
o
Y
2 N
L L

ql

3 — Determine as forcas P1 e P2 da estrutura articulada apresentada, sabendo que na situacdo de

equilibrio resulta um deslocamento horizontal Ux=2mm, para a=30°. Considere E=200GPa e o

diametro da barra igual a 10 mm.

1 [m]

Ux=2 [mm]

Considerando o sistema real de carregamento, determina-se o campo de tensdes real associado.

Para calcular as tensdes reais serd necessario determinar as deformacdes reais.

1 [m]

Ux=2 [mm]

\
NP2 X
» 'YO

M

Ux

a) Extensao da barra AC.

1 [m]

[}

Ux

O
Q
=
Y

Ux=2 [mm]

b) Contrac¢do da barra BC.
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Aos valores correspondentes ao aumento e diminui¢do de comprimento real, estdo associados os

valores das deformagdes que originam:

€ = AL _ Ux.cos®0) Ux.ﬁ =0, =FE¢, = EUx.ﬁ
Le 1 4 4
cos(30)
gB(,‘ = ALBC = Ux'Sln(3O) = _Ux.ﬁ => O-B(,‘ = EgB(,' = _EUx.ﬁ
L, 1 4 4
cos(30)

Considerando o sistema virtual de deslocamento, determina-se o campo de deformacdes associado.

. AL, 1.cos(60) 3

Eyp = =1.—
oL 1L T4
cos(30)
o AL _~1sinG0)_ 3
C LC 1 4

cos(30)

Por aplicacdo do teorema do deslocamento unitario:

Fd =[(o) v o F.1=[ 4o, e Sav+ [ 4o, Ve Jax

oot 5]

12

P2 =EUxA——
1633

P2=13,6[kN]

4 — Relativamente ao problema 3 verifique as tensdes maximas obtidas nas barras AC e CB,

sabendo que as mesmas sdo construidas em ago S235. Qual o nivel se seguranca imposto.

5 — Refaga o problema 3 e 4 impondo agora um deslocamento vertical Uy=2 cm.
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7 - TEOREMA DO TRABALHO VIRTUAL COMPLEMENTAR

Se a um corpo C em equilibrio sob a ac¢do de um sistema de forcas Qi for aplicado um
sistema de forgas virtuais 0Qi, o trabalho virtual complementar SWg' produzido pelas forgas 0Qi

s . N . ~ . ~ *
serd igual a variagdo da energia de deformacgdo complementar U e podemos escrever:

W =8U"

Y 80iqi = .[ doedV (eq. 90)

O Teorema do Trabalho Virtual Complementar (TTVC), tal como o Teorema dos Trabalhos
Virtuais (TTV), pode ser utilizado na determina¢do da configuragcdo de equilibrio de uma estrutura
sob a ac¢do de um sistema de forcas. Consideremos por exemplo a viga simplesmente apoiada da
figura seguinte sob a accdo de um conjunto de forcas Qi (i=[1, 4]) e represente-se por di o

deslocamento do ponto de aplicacdo das cargas na direccdo e sentido destas.

Ql | Q2 Q3 | Q4 3Q4=1

A\ 4 A\ 4 v A\ 4 o A 4
& 2 ad
=

SM=1
a2 3 d4 3V=1

dzarr _J
27

Fig. 92 — Teorema da carga unitaria.

Se aplicarmos uma carga virtual unitaria 8Q4=1 na direccao e sentido de d4, de acordo com

o TTVC pode-se escrever:

1xd4 = _[568,./.617/ (eq. 91)
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em que 0C € a variacdo de tensdes associada a carga virtual 6Q4=1 e o 2° membro representa a

variacdo correspondente, da energia complementar de deformacdo.

7.1 - Teorema da carga virtual unitaria

A equacdo anterior representa o enunciado do teorema da carga unitdria. “Num corpo
deformdvel o deslocamento de um ponto P na direc¢do dj é dado pela variagdo da energia
complementar de deformagdo associada a aplicacdo de uma carga virtual 6Qj constituida pela
solicita¢do unitdria de dj’’.

A solicitac@o unitdria correspondente ao deslocamento dj € uma carga unitdria aplicada na
direc¢@o e sentido de dj. Na figura anterior estd indicada a solicitag@o unitdria de d4, 6Q4=1. De
igual modo estdo indicadas as solicitagdes unitdrias dV=1 e dM=I1, que sdo respectivamente as
solicitagdes unitdrias do deslocamento vertical e da rotagdo da secc¢ao da viga. Isto €, a solicitacao
unitaria de um deslocamento linear € uma forcga e a solicitagdo unitdria de uma rotacdo deverd ser
um momento.

A imposicdo de uma forca generalizada virtual na direccdo de um deslocamento
generalizado, implica a utilizacdo de um sistema real e outro virtual. Por aplicagdo do principio
dos trabalhos virtuais ao sistema virtual, escolhendo um campo de deslocamento e deformacao real
que verifique as condi¢des cinemadticas do problema, permite escrever a equagdo ja conhecida e
que obriga determinar o produto das tensdes virtuais pelas deformagdes reais. Assim, para cada

tipo de esforco interno podem-se definir:

ESFORCO TENSAO VIRTUAL DEFORMACAO REAL
Normal O.*:N*/A EIN/EA
Flector O—* — M*y/]z &= My/E]z:
Transverso T* ~ V/AI’ )= V/GAI’
Torsor = M[*r/]p ) =Mt I’/Glp
Aquecimento uniforme O_* — N* / A E=a AT
Aquecimento diferencial o= N*/A + M*y/];; £ = a/z (A]: — ATS)+ a/h (A]: — ATS )y

A equacdo anterior pode ser reescrita da seguinte forma genérica:

% % 1 * * 3k
1xd=fﬂdx+Jﬂdx+Jidx+JMtMt dx+jN*aAde+jN*g(AT,—ATS)dx+M @ (AT - AT Mdx (eq-92)
5 EA s EI 2 GAr . GI, i i 2 I_h
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7.1.1 — Aplicacao a estruturas articuladas

O Teorema da Carga Unitaria € particularmente util no célculo de deslocamentos em
estruturas articuladas. Dado que neste caso as barras estdo sujeitas sO a esforcos normais,

constantes ao longo do comprimento de cada barra, a equacao pode ser rescrita sob a forma:

w, NijNi |
d = — i (eq. 93)
’ Z Eidi «

em que m representa o nimero total de barras na estrutura, Ni o esforco na barra i devido as cargas
reais, Nij o esforco na barra i devido a carga unitéria aplicada segundo a direc¢do de dj. Ai, Li e Ei
representam, respectivamente, a drea da sec¢do recta, o comprimento € o Mddulo de elasticidade
da barra i.

Para a barra i, o alongamento ALi provocado pelas cargas reais serd dado por ALi = Ni

Li/(EiAi). A equacdo anterior pode entdo tomar a seguinte forma:

AL (eq. 94)

Esta equagdo pode igualmente ser utilizada para o cdlculo de deslocamentos devidos a
variacOes de temperatura. Para a barra i o alongamento ou extensao produzido por uma variagio de

temperatura T serd dado por:

ALI- =q;X AT X L, (eq. 95)

em que ; representa o coeficiente de expansao térmica do material.
Na presenca de assentamentos, conforme se representa na figura seguinte, o calculo de
deslocamentos efectua-se conforme a equacio 90. O efeito do aumento da temperatura também foi

considerado.
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Pl P2 P3 P4 PS
A 4 b
A B
AH R
227
‘i’ dc=?
AV

Utilizando o teorema da carga unitdria, obtém-se:

— AhRAx — AvRAY +1xdc = Z

7.1.2 — Aplicacao a estruturas continuas

Fig. 93 — Estrutura sujeita a um assentamento e a uma variacio de temperatura uniforme.

A B
Ax
77774
Ly ¢ 1
RAy RBy
NiNiLi  —
+ Y NioATLi (eq. 96)
AiFi )3 “

No caso de se utilizarem elementos como 0s que se representam na figura seguinte, os

esfor¢os internos podem ser variados. Assim as proximas equacgdes, resultantes da aplicacdo do

TFV, dando genericamente o efeito combinado desses esforcos para cdlculo de deslocamentos.

(NN MM VY
ZP:d::jEde o d”JGA, dl +

Lxdi = [ SoedV = J(?)(%)Adl = |

o

\Y%

q [N/m]

|

|

Fig. 94 — Sistemas continuos.

| Mt Mt
Glp

(eq.97)

dl + [ NoATdl (cq.98)
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7.2 — Exercicios de aplicacao

1 - A estrutura articulada, representada na figura seguinte, estd carregada conforme se indica.

Determine o deslocamento horizontal D1 do n6 C.

P
D E
—
n
~
=)
A B
L
T

2 — Determine o deslocamento vertical em C da estrutura articulada em aco. A seccdo recta de cada

elemento estrutural é A=0,5m2 e E=29x10° KPa.

A B

F E
E
=

C D
4 [kN]
10 [m]

4 [kN]
10 [m] 10 [m]

3 — Determine o deslocamento vertical em C, durante um aquecimento da barra AD, sujeita a uma

variacdo de temperatura de 120°C. O coeficiente de expansdo térmica € de 0,6x10° (°C)" e

E=29000KN/m”.

D A=2 [cm2]

A=2 [cm2]

A=2 [cm2]

60 [N]

2 [em2]

800 [mm]

A:

AN

600 [mm]
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A aplicagdo do teorema da carga unitaria implica a escolha de um sistema auxiliar. Na figura
seguinte € apresentado o diagrama de esforcos flectores para o sistema real de carregamento e para

o sistema virtual.

ANANA

600 [mm] 600 (mm]

N=120 N*=0.75

AT TR

z

N
i

A aplicacao da carga unitéria na direcc@o pretendida para o célculo do deslocamento, d4 origem a

seguinte equagao:

1.d,. = j(a){e}dV

vol

_ J' NNy T+ J' NipNap T+ J NpeNpe I+ J.NZ/)aAde
sie Edye v Edap LDC e LAD
1 1 1
= —100 \—-1.25)1 |+ 80 X1)0.8 |+ 12000.75)0.6 |+ 1x & x120x 0.8
1001250 [80X 08} [20)075)]
=0.04908 +0.000576
=0.049656 [m]

Para comprovagdo e comparagao, € apresentada a solu¢do numérica do problema. Foi utilizado o

programa ANSYS, com o elemento de barra LINK.
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ELEMENTS NODAL SOLUTIGN
NOV 30 2004 NOV 30 2004
16:36:52 STEP=1 16:39:32
F SUB =1
TEMPERATURES TIME-L
Uy (AVE)
IMINS0 RSYS=0
P20 DMK =.060799
SMN =-.060799
SMX =.231E-04
— — — —
0 26.667 53.233% 80 ¥ 106.667 -.060799 -.047283 -.033767 -.020251 -.006735
13.333 40 66.667 53333 120 -.054041 -.040525 -.027009 -.013493 .231E-04
a) Carregamento térmico. b) Deslocamento total(térmico + mecanico) na direc¢do Y.
DISPLACEMENT NODAL SOLUTION
NOV 30 2004 NOv 30 2004
STEP=1 16:42:57 STEP=1 16:43:10
SUB =1 SUB =1
TTI TIME=1
DMX =.576E-03 Uy {RVG)
RSYS=0
DMX =.576E-03
SMN =-.576E-03
SMX =.326E-08
— I
-.376E-03 -.448E-03 -.320E-03 -.192E-03 -.640E-04
- s128-03 30403 - 256-03 -.120-03 52680
¢) Deformada térmica. d) Deslocamento térmico na direccio Y.
ELEMENT SOLUTION LINE STRESS
DEC 1 2004 DEC 1 2004
STEP=1 15:20:51 SIHESL 15:24:08
SUB =1 SUB =1
TIME=1 R TIME=1
1431 (NORVG) ES ES
DMX =.576E-03 MIN =-.022989
§Mx =.720E-03 ELEM=5
MAX =.02069
ELEM=3
x
£ /X
n
—
. -.022989 -.013282 -.003576 00613 .015837
o - 160E-03 - 320E-03 -480E-03 - 640E-03 -.018135 -.008429 .001277 .010983 .02069
.B00E-04 +240E-03 «400E-03 +560E-03 «720E-03

e) Deformacao térmica.

f) Deformacgao eldstica mecanica.

4 — Calcule o deslocamento vertical e horizontal do n6 D da estrutura plana articulada

representada. As barras a trac¢c@o tém uma drea de 890mm’ e as que trabalham a compressao

1100mm?>. E=2,07x10° MPa.
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B C D

10 [kN]

20

2 [m]

2[m] 2 [m]

20
. . R
0]

5 - Considere a estrutura articulada, em que as propriedades mecanicas das barras sao iguais a
EA/L = const =10° KN/m. Calcule:

a) o deslocamento vertical no n6é A

b) o deslocamento horizontal do né A

c¢) arotacdo da barra AD

6 [m]

W7 7/4 | A
6 [m] 6 [m] 6 [Mm] 6 [m]

6 — Calcule o deslocamento horizontal e vertical do n6 A da estrutura plana articulada, admita que
todas as barras sofrem um aumento de temperatura de 10°C e que o coeficiente de dilatagdo
térmica vale 107°/°C. Sabe-se que: A1=A2=A5=0.89x10"m?; A3=A4=A6=1.1x10"m?;
E=2.07x10’MPa.
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A 10 [kN] _
2 6 =5
A
5
1 4 3 E
(aV}
2 [m]

7 — Refaga o problema 2 impondo a existéncia de assentamentos no apoio A.

Sh=10 [mm] A

]

dv=10 [mm] 10 [m]

8 — Determine o deslocamento em B da viga em agco. E=200GPa, 1=500x10° mm"”,

Qsd= 12000 [N/m]

/!HHHHHHHHHHHH

9 — Determine a rotagdo do ponto B da viga em aco. E=200Gpa, 1=60x10° mm*

Qsd= 3000 [N]
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10 — Determine o deslocamento horizontal do ponto C do portico apresentado. E = 29x10°

KN/cm?, 1=60000cm?, G=12x10°KN/cm?, A=80cm?

4 [kN/m]
#

10 [m]

8 [m]

11 — Determine a rotacdo no ponto C da estrutura apresentada. E=200Gpa, I=15x10°mm".

2 [m]

12 — Para a estrutura apresentada na figura seguinte, determine o deslocamento transversal em C

utilizando o teorema da carga unitdria. Considere ainda as propriedades do material e da seccio

com valores genéricos: E, I, N, Ar, A.
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EI

A resolucdo deste problema foi feita recorrendo a um manipulador simbdlico (Maple 9). Primeiro

foi feita a caracterizagdo dos esforcos internos no sistema real:

EI P

solve ({RX+F=0, RY=0, F*L+MC=0}, {RX,RY,MC}) ;
MAB:=F*sqrt(2) /2*x;
VAB:=-F*sqrt(2)/2;

MBC:=F*L;
VBC:=0;
E:=E;
1ZZ:=172Z;

De seguida foi efectuada a caracterizac@o do sistema virtual de carga unitéria:

EI P

L
Axu Ayu L L

solve ({AXU=0, AYU=1l, -1*2*L+MCU=0}, {AXU,AYU,MCU}) ;
MABU:=sqrt(2) /2*x;
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VABU:=-1*sqrt(2)/2;
MBCU:=1*x+L;
VBCU:=-1;

Considerando apenas os esfor¢os de flexao:

PTVD:=int ( MAB*MABU/E/IZZ, x=0..sqrt(2)*L )+int( MBC*MBCU/E/IZZ, x=0..L );
solve ({1*YB=PTVD}, {Y¥YB});

6 EIZZ

! }B=F13{2 aﬁ+9}]

8 - CALCULO DO TRABALHO VIRTUAL DE DEFORMACAO

Considere o caso de uma barra sujeita a um esforco axial P (figura seguinte). Seja P o valor
do esforco axial associado ao deslocamento d1, representados pela curva carga/deslocamento. A
energia de deformacgdo associada a configuracdo de equilibrio (P1, d1) esta representada pela area
OAB. A variagdo da energia de deformacdo associada a um deslocamento virtual dd sera dada pela
area rectangular P13d, desprezando o infinitésimo de 2* ordem representado pela drea triangular

BEF.

P
| ” )
T SU*
(%=}
B E
o
— o
a 1 (2°)
5 H—
i ~ — ¢
d1 8d p

Fig. 95— Trabalho virtual de deformacao.

oU = P16D (eq. 99)

Sendo assim, a variagdo da energia de deformacgdo podera ser escrita por:
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oU = IMdl (eq. 100)
EA

Considerando sucessivamente todas as componentes dos esforcos, o calculo do trabalho virtual de

deformacao € dado, no caso geral de solicitagdo, por:

NN

A dl (eq. 101)

+JMtMt

oU = '[ Glp

dz+j dl+IgAle

em que ]VdZ/EA representa a componente axial da deformagdo virtual no segmento dl e N o
esfor¢o normal associado a posi¢ao de equilibrio (P1, d1).

De modo analogo, a varia¢do da energia complementar de deformagdo dU*, associada a uma
carga virtual OP serd representada pela darea BCHG. Temos portanto dU = dPxdl. Isto é, serd o
produto (carga virtual x deslocamento real). No caso geral, considerando a contribui¢dao de todos

os esfor¢os internos, podemos escrever:

&j*:JNNd“_JMM MM,
EA

+dl j Vi + j

(eq. 102)

em que N serd o esfor¢co normal associado a carga virtual P e NdI/EA o deslocamento devido as
cargas reais, etc.

Considerando sucessivamente como deslocamento virtual o deslocamento unitario ou, como
carga a carga unitéria, temos respectivamente para expressao, do teorema do deslocamento unitario

e do teorema da carga unitdria:

MM 4% Mt Mt
Oj= I+ +dl dl + dl
j j JGA I G[p (eq. 103)
c
‘ﬂ:JAéQ\IdHJME/ +le d/+j"gl"p”t

(eq. 104)




Mecdnica Estrutural I 131

O segundo membro das expressdes originais pode ser calculado de forma expedita através
dos diagramas de esfor¢os. Por um lado os diagramas correspondentes as cargas reais N, M, V e

Mt e os diagramas correspondentes a solicitacdo unitdria (carga ou deslocamento) — N, M, V e Mt.

8.1 - Método de Bonfim Barreiros

Um método expedito para o calculo de integrais, em que a funcdo integranda é do tipo
MM / EI para o caso de estruturas reticuladas, foi apresentado por um engenheiro portugués

(Bonfim Barreiros). Na pratica um dos diagramas definidores da funcdo integranda deverd
apresentar uma variagdo linear ao longo de todo, ou de parte do comprimento do elemento em
causa.

No caso de se pretender determinar o deslocamento vertical ds da secc@o s, a meio vao da

viga CD da estrutura representada na figura seguinte, por aplicacdo do teorema da carga unitdria,

podemos €screver:

ds:jNNdeMM

+... eq. 105
EA £l (ca- 109

& 1

° ° L P

2 [kN/m] 2 [kN/m]

B E B E
e
L[m] L[m]

mB
— ME
M(x)= MB+ (ME-MB)x/L

Fig. 96 — Exemplo de aplica¢io do método Bonfim Barreiros.

Para verificar a contribuicio do integral MM / EI referente ao elemento BE, viga de sec¢do

recta varidvel, representam-se os diagramas M/EI referentes ao diagrama de momentos provocado
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pelas cargas reais e o diagrama de momentos M devido a carga unitdria Qs = 1. Podemos entdo

escrever:

Se atendermos a que a drea do diagrama M/EI pode ser calculada através do valor do
integral representado na equacdo (101) e que o valor do momento estatico do diagrama M/EI em

relac@o ao eixo que contem o ponto B é determinado pelo valor do integral da equagdo (102).
[Mm/Eldc =0, (cq. 106)
BE
.[(M JEI kax=Q,, X (eq. 107)
BE

Entdo, pode-se escrever o integral em andlise da seguinte forma.

P b, + MEME g,

BE

MB+(ME —MB)%} (eq. 108)

em que o termo entre paréntesis recto é a ordenada do diagrama de momentos M para a secgio
que contém o centroide do diagrama M/EI (abcissa x ).

E possivel concluir que o integral em anélise pode ser determinado pela equacio seguinte:

J%dx:QMM()?) (eq. 109)

Os restantes integrais que ajudam na determinagdo do deslocamento pretendido também

poderdo ser aproximados por métodos de cdlculo semelhantes, ver equacdo que se segue.

44 — NN _ MM, —
_[G—Akdx:QVV(x) _[de:QNN X) IG’—Ip’dxzsztM,(x) (eq. 110)
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QOM, QV, QN e QMt sdo as dreas dos diagramas M/EIL, V/GAr, N/EA, Mt/GlIp, enquanto que

M(x), V(x), N(x), M,(x) representam os valores dos diagramas M, V, N e Mt para a seccio

correspondente ao centrdide das dreas.

Até agora foi considerado que o diagrama dos esforcos unitérios, por exemplo M, deverd

apresentar uma variagao linear ao longo de todo o comprimento da barra em questdo. Caso ndo se

verifique, devera optar-se por subdividir o elemento em trocos, em que a variacao dos diagramas

unitdrios seja linear.

O célculo do segundo membro das expressoes € feito, na pratica, recorrendo a tabelas como

se apresenta de seguida, na qual estdo representadas diversas combinac¢des de carregamento.

Tabela 30 — Resultados da aplicacio do método BB para aplicaciio a integrais que resultam dos teoremas CU.

Mu al pL
s ﬂﬂﬂ}ﬂﬂm@mﬂ o M2 |
M L | L L L !
NI - bl Y2abL Y2abL oL/2(1452) T
at WWWWW 2 brp@ra2) | brf6(a+242) | bL/6Qal+a2) Zzgzlzilzt":;zz; bL/s[g : ﬁ ))Zﬂ
oL L
@ I 1/2abl. abL/6(1+a) abL/6(1+ ) aL/s[E:g )):121 1/3abL
Mmmm : 2/3abl. 1/3abL 1/3abL aL/3(b1+b2) abL/3(1+ap)
ﬂ a 1/3abL 1/4abL 1/12abL alL/12(b1+3b2) abL/12(1+a+a?)
W : 2/3abL 5/12abL 1/4abL al/12(3b1+5b2) abL/12(5- B - B*)
L

8.2 - Aplicacoes

1 - Para a viga da figura determine a flecha nas sec¢des C e D pelo método da carga unitaria.

2 — Determine o deslocamento vertical do ponto C, da estrutura representada, em que as barras AB

e BC sao constituidas por perfis IPE 360.
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3 [m]
B C YyP=4[ton]

5 [m]

W 777/72

3 — Para a viga apresentada determine a flecha e a rotacdo em B, usando o teorema da carga

unitaria.

5 — Determine a flecha a meio vao e o deslocamento do ponto B. CB € um cabo em aco com 20

mm de didmetro. E=200Gpa, I=1,71x1 0°mm?*.

I=2(m)

q=3 [kN/m]

Y

3 [m]

9 - TEOREMA DA ENERGIA POTENCIAL MINIMA

O trabalho virtual das “’forgas internas’’ Gij associado a uma deformagdo virtual d¢€ij é uma

variacdo da energia de deformacao resultante de uma variacao no campo de deslocamentos.
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oU = J.G,.j&'ijdV (eq. 111)

O trabalho virtual das forgas exteriores, dWg pode ser o trabalho executado pelas forgas de

superficie Ti e de volume fi, durante a variag¢do dui do campo de deslocamentos.

oW, = jTi5uidT+in5uidQ (eq. 112)

em que T representa a fronteira onde actuam as forcas de superficie e € o volume do corpo sélido.
Para a maioria das forgas exteriores € possivel definir uma funcdo potencial cuja derivada
em ordem as componentes de deslocamento define as componentes da forga exterior. Se a funcio

potencial das forcas exteriores existir, o trabalho virtual das forcas exteriores pode rescrever-se:

S, =j—a—G&4,dS+j—a—g&4,dQ
U \ oU

(eq. 113)
pelo que:

W, =-0V, (eq. 114)
em que VE representa o potencial das forcas exteriores, determinadas por:

V.= JGdT + i 2dQ (eq. 115)

Quando as forcas de superficie e de volume s3o sé fung¢do da posicao do corpo, i.e.,
independentes da deformacdo estamos na presenca de um sistema de forgcas conversativo. Neste

caso podemos escrever:

G=-Tu,

(eq. 116)
g=-fiy
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O potencial das forcas exteriores serd entdo dado por:

i

V.= —j T_u_dT—jf,_ udQ (eq. 117)

T

Numa estrutura € possivel definir a energia de deformagdo U e o potencial das forgas

exteriores Vg, sendo que o teorema dos trabalhos virtuais pode ser escrito sob a forma:

U—-W_ =6(U+V,)=0 (eq. 118)

ou, de outra forma:

oIl

Il
S

(eq. 119)

em que IT = U + Vg representa a energia potencial total da estrutura.
A expressao anterior traduz o enunciado do principio da energia potencial minima, em que
para todas as configuracdes possiveis, isto €, compativeis com as condi¢des fronteira do sistema, a
configuracdo de equilibrio € aquela a qual corresponde a energia potencial minima da estrutura.
No caso de estruturas lineares isotropicas sob a accdo de um conjunto discreto de forcas Qi,

o potencial das forcas exteriores Vg é dado por:

V,= —Z Og,

(eq. 120)

Ao calcularmos variacdes desta expressdo, devemos ter em consideracdo que sio as
coordenadas generalizadas q; que variam, uma vez que as forcas generalizadas Q; devem ser

tratadas como constantes.
9.1 - Teorema de Castigliano
Este teorema resulta directamente do teorema dos trabalhos virtuais e tem uma grande aplicacdo

em mecanica estrutural, principalmente no calculo de deslocamentos. A figura que se segue

representa um corpo eldstico submetido a um conjunto de forgas Pi estaticamente independentes.
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Seja U = (P, Py, ..,P; ..Py, R). Se for dado um acréscimo dP; a uma das cargas Pi, a energia

elastica sofre um acréscimo dU.

Pi
P1

SPi

Fig. 97 — Modelo de carregamento generalizado independente.

A energia total passard a ser determinada pela expressdo matematica:

U+dU :U+a—UdP, (eq. 121)
oP

1

Esta energia ndo pode depender da ordem de aplicacdo das cargas, e portanto, pode aplicar-se

primeiro a carga dPi e s6 depois as cargas P1, P2. Assim:
U+dU=U+46,dP, (eq. 122)

Combinando as equacdes anteriores, resulta:

—L=0 (eq. 123)

O deslocamento de um ponto i dum corpo elastico na direccdo duma forga Pi, corpo esse
submetido a um sistema de forcas estaticamente independentes P1, P2, .., Pi, Pn, € igual a derivada

parcial da energia de deformacao do corpo em ordem a carga Pi.

9.2 — Aplicagoes
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1 — A figura seguinte representa uma estrutura plana continua, constituida por perfis IPES00 em
material S235 com um moddulo de elasticidade igual a 2.1x10"". Determine o valor do
deslocamento horizontal do ponto B, utilizando o teorema de Castigliano e considerando apenas a

contribuicao do esforco interno momento flector.

¢1o[kN]

B c < D
oo
£ -—
E
A
<z

8 [m]

A resolugdo obriga que se determinem as reac¢des € que se determine a variacdo dos esforcos

internos que se julguem convenientes.

P=0 [kN] 10 [KN]
B c % D
T 10 [kN] A roy
5
E
0 A RAX
——
<R 4[ml
| RAy
8 [m]

Determinacao das reacgdes:

90000 +10P 90000+10P
[N }Rm' = [N ]

R, =—10000-P[N} R, =10000 - 3

Determinacao dos esfor¢os internos:

Para sec¢@o 1: <y <5[u] M = (10000 + P)x x[Nm] =M _ _
or
Para sec¢do 2:5 <y <10[u] M = Pxx+50000[Nm[=> M _ _
aP
Para sec¢o 3: 0.« x< 4[] e (900008“01) Yeafn] = 10,
/

Para sec¢@o 4: 4 < x <gfn]

[90000+10P1 [ :>8M:10
oP 8

M =—10000x (x—4)+ s xx[Nm] T ——=—x
)
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Determinacao do deslocamento, utilizando o teorema de Castigliano:

oU
5 ‘I’:U

oM oM
wM—

5. = or Sid
R T
0 0

Ops =

$10000x> , '950000x ,  490000x* 10 *[40000&_4% 90200 x} 10
O :J- - = J¥+J-‘ - x.ix+j - X D+ - — xdx
£l i TR £l 8

8, = 4116446025¢ - 2 +.1852400712¢ - 1 +.2963841139 - 2 +.1416057433¢ - 1
8,y =.3976486862¢ - 1[m]

Resultados nodais, obtidos por elementos finitos, vem confirmar os valores determinados.

Mode # [ % Disp [ Disp | Z Ratation I
1 D 0 -0.0049051

2 0.0225621 2587996005 -0.00G75706

3 0.0360072 51753Be 005 -0.00N55039

4 0.0360072 000274033 0.000148424

5 0.0360072 0 0.00095341

2 — Na figura que se segue estd representa uma estrutura plana continua, constituida por perfis
IPE400 em material S235 com um mdédulo de elasticidade igual a 2.1x10''. As caracteristicas
geométricas encontram-se em anexo. Determine o valor do deslocamento vertical do ponto B,
utilizando o teorema de Castigliano e considerando apenas a contribui¢do do esfor¢co interno

momento flector.

12 [kN] 8 [kN]
A B C D
T
&
E
N7
12m 12m 6m

Determinacao das reacgdes:
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P 8 [kN]
RAiAA ‘ B C Yo

_
[q\]
RAy RE —

E

12m 12m 6m
1
RAx =0

01 Ol

! RAy+RE-P-8000=0 &
—12P +24RE —30%8000 =0

{
Z

<4 RE=10000+ P/2

il ’111

Determinacao dos esfor¢os internos:

P 8 [KN]
L e e,
@ Const.
3
N
P/2-2000 @ -
E
12m 12m 6m
[
10000+P/2
Secgiio 1: 0<x<12: 7 (2 _ZOOO\X oM _x
- E = 5 ‘P:IZOOO - E
oM X X
Seccdo 2: 12<x<24: j7 = [2_2000L P(x-12)= == Sp e =5 ¥ =73
oM
Seccdo 3: 0<x<12: pr=0= =5 ‘lem) =

A A . oM
Seccdo 4: 0<x<6 : ) =-8000x = 2~ o ‘HZOOO =

Por aplicacdo do teorema de castigliano:
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52wl {(5-op-rt] ]

5=j = dx+j = dx

5=0.0355]m]

3 — A figura 3 representa uma estrutura plana continua, constituida por perfis IPE300 em material
S355 com um moédulo de elasticidade igual a 2.1x10“[N/m2]. Determine o valor do deslocamento
vertical do ponto D, utilizando o teorema de Castigliano e considerando apenas a contribui¢do do

esfor¢o interno momento flector.

2 [kN/m]
BT A AT AR
Vé% 3[m] % 3 [m]

Determinacao das reac¢des, em fungao da carga ficticia P:

1]

=

R, +2000x3=0
R, +R, —2000x6—P=0
—(2000%3)x1.5 - (2000x6)x3—6X P +3x R, =0

R, =-6000
R, =-3000-P
R, =2P+15000
Determinacao dos esforcos internos, em fungdo da carga ficticia P:

Seccdo S1: 0<x<3 — trogo CD:

2
f__

x , oM
M, =—-Px—q—=-Px—-1000x" =
‘ 2 oP

X

Seccdo S2: 3<x<6 — trogco BC:
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M, =-Px— q2+REy(x 3)

M, =—Px—1000x" + (2P +15000)(x - 3)
aM./'
oP

=—x—6

Seccao S3: 0<x<3 — tro¢o AB:

2

M, =6000x x — g — = 6000x —1000x>
- 2

M,
oP

2 [kN/m] P

3[m]
2 [kN/m]
3[m]

RAX R
3 [m] 3[m]

Aplicagao do teorema de Castigliano:
oM oM,

M,
5 =Y &5 = [ 3P dL

)

P=0
P=0

Resultado:
8,=6,+6,,+6,,=0.001534 [m]
3
3, 1000 s g = 1.15%10°
EI

0

:_ f [ 100052 +15000(x — 3)]x — 6 }ix

0,
0,, =0.0003846
0,

10 - TEOREMAS DA RECIPROCIDADE: TEOREMA DE BETTI E DE MAXWELL
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Este teorema decorre do teorema dos trabalhos virtuais e permite estabelecer uma
correspondéncia entre dois sistemas de carga e de deslocamento. Considere-se a estrutura
representada na figura seguinte, sob a acgdo de cargas Pi e Qj, e represente-se por J; o
deslocamento do ponto de aplicacdo da carga i, na direccdo e sentido desta, devido a accdo da

carga j na estrutura.

T
L e

" T

T

Fig. 98 — Deslocamento provocado por sistemas de carregamento diferentes.

A energia de deformagdo acumulada na estrutura quando esta é carregada sé pelo sistema de forcas

Pi devera ser calculado por:

1 1
—Y P66 =— dV
Y Po, zlag

2 (eq. 124)

Se, quando da aplicag@o quasi - estatica do sistema de cargas Pi a estrutura ja estivesse carregada

com as cargas Q)j, a energia de deformacdo total acumulada na estrutura seria dada por:

%ZPIJH +%ZQ]-5]-; :%IGPSPdV+O'QSQdV (eq. 125)

N

Nesta operacdo foram adicionados os termos correspondentes ao trabalho e a variagdo interna
motivada pelo sistema de for¢as Qj sobre os deslocamentos 0ji originados pelas cargas Pi.

Designando por G, as tensoes devidas as cargas Pi e por 0q as tensoes devidas as cargas Qj.
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ZZ Qj5ji = O-ngdV (eq. 126)

Se invertermos a ordem de aplicacdo das cargas, € possivel calcular o trabalho produzido

pelo sistema de cargas Pi sobre os deslocamentos 6;; motivados pelas cargas Qj.
1
EZP,.é'” =|o0,€,dV (eq. 127)
14

Para o material em causa, se a relacdo tensao-deformacao for linear pode-se escrever:

em que [D] representa a matriz de elasticidade.
A utilizag¢do das equagdes anteriores permite chegar ao enunciado do teorema de Betti ou

da reciprocidade dos trabalhos.

ZP’élj = ZQjéﬁ

(eq. 128)

Este teorema refere que para um corpo eldstico em equilibrio, sob a ac¢do de dois sistemas
de forgas independentes Pi e Qj, o trabalho virtual das for¢as Pi na deformacio 8ij produzido pelas

forgas Qj é igual ao trabalho virtual das for¢as Qj na deformac@o 8ji produzido pelas forgas Pi.

Uma das aplicacdes importantes do teorema de BETTI € conhecido pelo principio de
reciprocidade dos deslocamentos ou "Teorema de BETTI-Maxwell". Com efeito, se considerarmos
que as solicitacdes Pi e Qj sdo constituidos por uma carga unitdria actuando respectivamente nas

seccoes 1 € j, € imediato concluir que:

60 =0 (eq. 129)
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O deslocamento na sec¢@o 1 provocado por uma carga unitaria Qj = 1 aplicada na seccdo j é
numericamente igual ao deslocamento na sec¢do j provocado por uma carga unitdria Pi = 1

aplicado na seccdo i’’.

11 — LINHAS DE INFLUENCIA

O célculo de estruturas sob acc¢do de cargas moveis € consideravelmente simplificado pela
utilizacdo do conceito de linhas de influéncia. Linha de Influéncia é um grifico que exprime a
variacdo de um factor (M, V, reac¢do,...) quando uma carga unitdria se desloca ao longo de uma
estrutura. Tem um significado diferente de diagramas de esfor¢os. Linha de Influéncia representa a
variacdo de um dado factor, para uma sec¢do fixa, quando a solicitacido percorre toda a estrutura.
Nos diagramas de esfor¢os representa-se a variagdo dos mesmos ao longo da estrutura mantendo-
se a carga ou cargas aplicada(s) numa posic¢ao fixa. O objectivo deste tipo de andlise € ajudar o
projectista na compreensao do comportamento da estrutura em funcao das cargas em movimento.
Ha dois tipos principais de cargas “’vivas’’, ‘live loads’: categoria A (cargas naturais - vento,
neve,...) e categoria B (cargas rolantes — trens, automoveis, pessoas,...). O exemplo representado
na figura seguinte, representa a linha de influéncia do esfor¢o cortante ¢ do momento flector para a

seccdo S e linha de influéncia para o valor da reac¢ao “left” and “right”, respectivamente RL e RR.

X

7 x

RL=1(L-x)/L

x=0 x=L

1,0

x=0 X

1
-
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Fig. 99 — Ponte rolante com apoio simples.

Na figura seguinte sdo apresentados alguns pormenores da ligacao de pontes rolantes com a

estrutura de suporte.

ccccc

End carriage

Crane runway girder

Fig. 100 — Montagem de ponte rolante numa estrutura metalica.

12 - METODO DAS FORCAS PARA RESOLUCAO DE PROBLEMAS
HISPERESTATICOS

Este método permite analisar estruturas estaticamente indeterminadas ou ‘’estruturas
hiperestdticas’’. Consideram-se estruturas hiperestiaticas quando o ndmero de equagdes de

equilibrio estatico ndo permite a determinagdo das reacg¢des dos apoios ou dos esforgos internos.

10.0 [m]

100 [kN]

6.0 [m]
4.0 [m]

o

~z2z777777
A
L[m]
T 27y

Fig. 101 - Exemplos de estruturas hiperestaticas.
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O numero de incdgnitas deslocamento define o grau de hipergeometricidade ou grau de
indetermina¢@o cinemdtica de uma estrutura.

Numa estrutura plana trelicada, cada n6 articulado possui dois deslocamentos admissiveis
(translag¢do segundo xx e translagdo segundo yy), sendo o nimero de incognitas deslocamento, 2n,

subtraido do n° de ligagdes ao exterior (r). Neste caso o grau de hipergeometricidade vale:

b=2n-r (eq. 130)

No caso das estruturas continuas em que em cada né existem trés deslocamentos

generalizados (duas translagdes e uma rotacdo) o grau de hipergeometricidade determina-se:

b=3n-r (eq. 131)

Para o dimensionamento de estruturas articuladas, os esforcos axiais devem ser
determinados posteriormente ao calculo das reac¢des nos apoios. O nimero de incgnitas de uma
estrutura articulada iguala a soma de b+r.

Quando o niimero de incdgnitas € superior ao nimero de equagdes: (r+b)>2n, a estrutura
nao pode ser calculada unicamente com as equacdes da estdtica, a estrutura tem excesso de
ligacdes que podem ser internas ou externas ou ambas as situagdes. Conforme o excesso do
nimero de incdgnitas sobre o nimero de equagdes provém de r ou de b, assim a estrutura
hiperestatica toma a designacdo de hiperestdtica por condi¢cdes exteriores ou de hiperestdtica por
condicdes interiores. Quando a estrutura € hiperestética, as barras ou as componentes das reac¢oes
em excesso, tomam a designacdo de barras ou componentes hiperestiticos ou superabundantes,
calculando-se o grau de hiperestaticidade através de h=(r+b)-2n.

No caso de estruturas reticuladas continuas, o cdlculo do grau de hiperestaticidade consiste
em suprimir as ligacdes em excesso, através de cortes nas vigas da estrutura ou da introducdo de
rétulas, de modo a obter-se uma estrutura isostdtica. O grau de hiperestaticidade € igual ao nimero
total de ligacdes suprimidas. Para cada corte efectuado elimina-se no maximo trés ligacdes

internas: Mf, V, N, ver figura seguinte.
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Fig. 102 — Esforcos internos numa viga continua.

O grau de hiperestaticidade calcula-se em fung¢do do nimero de cortes efectuados e do
ndmero de graus de liberdade na zona respectiva, h=(n° de cortes efectuados)x(3incégnitas). Ao
suprimirem-se estas ligacdes, para que a estrutura final seja equivalente a estrutura inicial (real), é
necessario manter os esforcos internos existentes na viga antes da eliminac¢do da ligacao.

Para o caso de problemas estaticamente indeterminados simples, a ligacdo superabundante
¢ uma ligacdo para além daquelas necessdrias para garantir a estabilidade de estrutura. Em alguns
casos, esta ligacdo aparece para diminuicao do deslocamento maximo admissivel de um elemento.

Um dos métodos alternativos ao método da forca, foi proposto por Navier (1826). Este
método baseia-se na compatibilidade de deslocamentos, introduzida na fase de integracdo da
equacao diferencial da deformada.

O método das forcas consiste basicamente em transformar uma estrutura hiperestatica
numa estrutura isostdtica, pela eliminacdo dos apoios ou pela eliminagdo de varidveis
superabundantes, a qual serd carregada simultaneamente pela solicitacao real e por uma solicitacio
suplementar, composta por for¢as e/ou momentos aplicados nos nés em que foram eliminadas as
respectivas varidveis. Em primeiro lugar deve-se definir uma estrutura equivalente a inicial e
associar a nocdo de sistema base ou principal e de sistema correspondente a incdgnita
hiperestatica. O sistema base ndo € tunico, podendo ser qualquer estrutura isostatica obtida a partir

da hiperestatica, por supressdo das ligacOes superabundantes, ver figura seguinte.

‘ ¢
¢|:> B C
Y - 8 c | :
L ¢P
7 g 2
T
a) | b)

Fig. 103 — a) Sistema real hiperestatico, b) sistemas de base possiveis.
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Tendo em consideracdo o exemplo representado, € possivel aplicar o principio da sobreposi¢cdo de
efeitos ao valor do deslocamento em A. Neste caso, o deslocamento em A devera ser
compatibilizado para que se obtenha um resultado nulo. Admitindo uma solu¢do de base por
remocdo do apoio em A, mantendo o encastramento no apoio C, a equagdo de compatibilidade

pode ser escrita por:

0,= (éA )SB + (éA )SB]H =0 (eq. 132)

em que (¢ 4 )SB representa o deslocamento no ponto A do sistema de base provocado pelas cargas

exteriores iniciais, enquanto que (J A)S

oy Tepresenta o deslocamento em A do sistema base

7z

provocado pela incégnita hiperestitica RA. A equagdo anterior € conhecida como equacdo
candnica do método das forcas para sistemas simplesmente indeterminados, podendo tomar a

seguinte forma:

O,,+6, xR, =0 (eq. 133)

Fig. 104 — Sistema unitirio correspondente a inc6gnita hiperestitico aplicado no sistema base.

Para calculo dos deslocamentos, deverao ser utilizados todos os métodos de analise de
estruturas no ambito da mecanica dos materiais.

No caso de sistemas com maior nimero de inconitas hiperestaticas, deverdo ser eliminados
os graus de liberdade em excesso, escolhido o sistema base e escritas as equacdes de

compatibilidade.
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Op+06, % +0, x,+..+6,x,=0
(eq. 134)

5}10 +5)11 xl +5)12 x2 +...+ 5)1}1 xn :O

A escolha do sistema base pode e deve ser efectuada de maneira a reduzir o esforco de
calculo. Em estruturas com simetria geométrica poderdo ser efectuadas simplificacdes em funcio

do tipo de carregamento existente. Na figura seguinte encontra-se representada uma destas

situagoes.

e L .

Fig. 105 — Estrutura hiperestitica com simetria geométrica.

Parte do carregamento da estrutura representada tem uma caracteristica de simetria
(carregamento  distribuido), enquanto que as cargas concentradas estdo orientadas
assimetricamente.

A escolha de um sistema base adequado simplifica a determinag@o dos coeficientes ¢, das

equagdes canodnicas. Neste caso convém manter a simetria da geometria no sistema de base,

evitando a solugdo a), conforme representacdo da figura seguinte.
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q [kN/m] X2
P tHII ] . q‘kN/m]r[kN’m] ,
B C —_— = =, o . > —C>
‘\ e \}XS
X3~ yo
A D
xt LA e ) -
X2
a) Sistema base sem simetria geométrica. b) Sistema base com simetria geométrica.

Fig. 106 — Sistemas de base possiveis para estudo da estrutura hiperestitica.

Admitindo o sistema de base em que se mantém a simetria da geometria, podemos concluir que a
incognita hiperestatica X2 dard origem a um diagrama de momentos flectores assimétrico,
enquanto as incognitas X1 e X3 dao origem a um diagrama com simetria. O carregamento
existente também se comporta destas duas formas diferentes, podendo entdo concluir-se que os
integrais associados aos coeficientes que resultam da combinagdo de dois diagramas de esforcos
simétricos permitem que se calcule o integral apenas em metade da estrutura e se duplique o seu
valor, enquanto que os integrais que resultam da combinacdo de diagramas simétricos com
diagramas assimétricos possuem resultado nulo, conforme se poderd verificar dos graficos da

figura seguinte.

q [kN/m] g [kN/m]

-Ph Ph

b) Sistema SO (parte carregamento assimétrico).

X3=1 X3=1

+1h +1h

¢) Sistema S1 (parte carregamento simétrico). d) Sistema S2 (parte carregamento assimétrico). e) Sistema S3 (parte carregamento simétrico).

Fig. 107 — Diagrama de momentos flectores para os vdrios sistemas isostaticos.
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O sistema de equacdes escrito na sua forma candnica € expresso por:

O0,+0,x,+0,x,+0,x,=0
Oyy+ 0y, X, +0,, X, +0,, ;=0

(eq. 135)
050+ 03y X, + 05 X, + 033 X, =0

Os coeficientes ndo nulos valem:

2 2712
EI 5, :IMlMldx:§h3 EI &, =jM1Modx:—%
L L
2
ET 513:J.M1M3dx:h2 EI 520=IM2Mde:PZb
L L
b bh gb*h  qb’h
EI 8, = [ MyMydx="-+=" El 8,y = [ MMydx =2+ T2
) 12 2 ) 24
EI 8,y = [ M,M,dx=b+2h
L

A resolucdo deste sistema d4 origem aos seguintes valores para as incognitas hiperestéticas:

Y- —gb* (12h+3b+ hb)
8 h(h+2b)
6P’
~ b(b+6h)
_gb*h (2b+21)
24 (h+2b)

12.1 — Aplicacao

A figura que se segue representa uma viga continua aplicada numa cobertura. A viga estd

submetida a um carregamento distribuido. Determine o digrama de momentos flectores.
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2 [kN/m]

R IR R AR R R RA AR RY

A B C
3 [m] 3 [m]

A utilizacdo do método da for¢a unitdria pressupde a escolha do sistema de base e um sistema
auxiliar. O sistema base pode ser obtido através da introducdo de uma rétula a meio vao. A

equacgdo candnica pode ser escrita por:

010 +6,,%, =

Para determinac¢do dos coeficientes de flexibilidade, recorre-se a aplicacdo do método em estudo,

considerando apenas o efeito do esforco momento flector.

MM,
0, =|——"dL
)R
Coeficiente ¢,,: 0, = JMIMOdL =— 9
. EI L12E]
Coeficiente ¢,,: 9, IMIMI dL =
) B EI

Por aplicacdo da forma candnica, € possivel determinar a incognita hiper estatica.

8,+0,x, =0 x =—qL2/8 [Nm]

. R, =3qL/8[N]
Determinagéao das reacgdes, parte 1:
R}, =5qL/8 [N]
. R. =3qL/8[N]
Determinacao das reacgdes, parte 2:
R2 =5¢4L/8[N]

2
Diagrama de momentos, parte 1: 0<x<3: M, = q[g Lx—%}

Diagrama de momentos, parte 2: 3<x<6: simétrico.
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2 [kN/m]
RRRRARRRRRRARRIARRRRARRRRARAARE
" /2% (Lx-x*x) ° q/2%(Lx-x*x) °
2 [kN/m] _

qLL/8 qLL/8

L #MM@WHHHH

T RA RB ?RC

O diagrama de esforco pode entdo finalmente ser representado por:

-qLL/8

L AT
Log S B B

9qLL/128 9qLL/128




