Cap. 4 - CORPOS EM MOVIMENTO PLANO

Momento angular de corpos rigidos com distribuicdo de massa pela geometria.
Ho = [T (v)dm e:
M

T = vector posicdo, desde ponto O até centro de massa
do elemento infinitesimal “dm”.

VvV = vector velocidade do centro de massa do elemento
infinitesimal “dm”.

Da geometria do movimento do corpo,
determina-se a posicdo e velocidade de um
ponto genérico:

r

slsin(¢)] &, - s[cos(¢)] e,

dr - _ - _
P s[¢ cos(¢)] & + s[¢S|n(¢)] 6,
O corpo rodara no sentido contrario ao dos ponteiros
do relogio com velocidade angular positiva e no
sentido contrario com valor negativo. w=gg, :Z—f &, [rad/s]

v




Cap. 4 - CORPOS EM MOVIMENTO PLANO

Substituindo vector posicao e vector velocidade:

Ho = [Fx(v)dm
M

(+ s 5in(g))
—s cos(¢)
0

Il
Te—\,
- N

Ho=4[{ 0t pAdL=gAp{ O
L

Observacoes:

s § cos(g)

0

J

0

L
jszds
L0

s ¢ sin(¢) }dm = ¢_[< 0 dm

J

— Considerando, capitulo anterior, “lumped mass model” (massa concentrada no
CG, cap. 3, exercicio 3.7), resulta em subestimar o valor do momento angular
(wl1/4 ML?), em relacdo ao modelo de massa distribuida (w1/3 ML?).



Cap. 4 - CORPOS EM MOVIMENTO PLANO

Fre;

F, e,

Equilibrio dinamico e diagrama de corpo livre:

— Sendo “O” um ponto fixo;
— A equacao diferencial do movimento determina-se.

ﬂsm¢5

Z A AT
dH, -1,
=¢ =ML

dt ¢3 "

N

ZMO =—Mg Esm(¢) €

Equilibrio dindmico e diagrama de corpo livre:
— Utilizacdo da equacéo de equilibrio das forcas.

= [gsin()e,

= L/2[sin(p)] € — L/2[cos(p)]€,
d:—L/2[¢cos ]e +L/2
= L/2|- 47 sin(p)+ g cos(p)|&, + L1 2[4 cos(p)+ gsin(4)]e,

V]
dv

§=— =



Cap. 4 - CORPOS EM MOVIMENTO PLANO

 Forcas dindmicas: e,

F, KL/2[— #? sin(¢)+¢'5cos(¢)T
Y F=ma, < F,-mg;=m: L/2[¢52 cos(¢)+¢'5sin(¢)] s
0 0
A
Forca
F2
mg W___ .\
= >
ey



Cap. 4 - VELOCIDADE ANGULAR

e Corpos com geometrias variaveis, com movimento no plano:
— Sistema E, Newtoniano (fixo); (@)
— Centro de massa, coincidente com C;
— Pe Q, representam pontos arbitrarios;

(1) Ty =T+

@ Tog =T sin(0)[(cos(¢)e, +sin(g)e, )] + |Fug | [cos(6)E:

o Substituindo (2) em (1), derivando o resultado
e considerando que apenas varia o angulo ¢:

— —

v, =V, +HrPQHsm (¢sm(¢)§1+¢3cos(¢)§2)

—

=Vp + WX Tps|  (expressio de Mozzi)




Cap. 4 - VELOCIDADE ANGULAR

» Vector velocidade angular (vector livre):
— Pode variar com o tempo;
— Para determinado instante, ndo varia de ponto para ponto e a rotacdo sera sempre
em torno de um eixo fixo;
— Trata-se de uma caracteristica de um corpo e ndo de um ponto;

— O local do eixo de rotacdo ndo é importante em relacdo ao valor da velocidade
angular, sendo apenas importante o sentido (conceito de vector livre);

— O local do eixo de rotacdo é importante para determinar o vector velocidade linear de
qualgquer ponto no corpo rigido;

trajectory

Final position

* Demonstracao de vector livre: e >
— Calculando a velocidade linear em 2 pontos (P,Q);,

—

Vp =V, +Wx OP Vo =V, +Wx0Q Initial position

— Subtraindo membro a membro;
\_ip = \7Q + WX Qﬁ
— Admitindo um vector w’ diferente localizado em Q; =

Vp =V, +W xQP
— Como o ponto P nédo pode ter 2 vectores velocidade diferentes, isto implica 0 mesmo
vector velocidade angular, quando aplicado em O ou em Q. W =W




Cap. 4 - EXEMPLO 4.1

» Salto na vertical para determinar a contribuicdo da velocidade angular de cada
segmento no vector velocidade linear do centro de massa (vertical).
— neste movimento, 0s bracos ndo possuem movimento relativo em relacao ao tronco;

— Obijectivo: determinar o vector velocidade do CM, para o instante tempo t=0.2 [s],
depois de iniciar o contra movimento de salto;

— Dimensotes do atleta: Lf (foot length)=270 [mm], LI (ankle to knee lenth=leg)=480
[mm], Lt (knee to hiplength=thigh)=500 [mm], Lc (hip to mass center=trunk)=280
[mm], massa do atleta = 68 [kg].

* Modelo de calculo de engenharia biomedica:
— Corpo modelado por 4 barras;

— angulos de posicdo em relacdo a um referencial fixo E: ¢f , ¢l, ot, ¢c, considerados

positivos se ampliados no sentido contrario ao dos ponteiros do relogio.
()

t=0 t=0.2s




Cap. 4 - EXEMPLO 4.1

« Condic0es iniciais do problema (t=0):
- ¢ =0° ¢=66° @=-43° ¢.=23°,
» Por aplicacdo da dindmica inversa (caAmara de movimento):

— conseguem-se medir os angulos referidos.
¢ =2 t[s] ¢ [rad]
¢ =20(t—0.15)° +0.7 :
¢ =—15(t —0.10)° — 0.6 '

4, = 2.5t +0.4 > P
q(t) /

Solucéo: Determinacéo da velocidade angular de cada segmento (corpo) 4 e PuD)
W, =¢ =-28, W, = ¢, =-30(t-0.10)€,

W, =¢ =40(t-0.15)8, W, =g, =258,

4

(c)
t=0 t=0.2s

52°

23°
43°
43°
/o 43°
23°




Cap. 4 - EXEMPLO 4.1

* Modelo numérico com Interactive physics.




Cap. 4 - EXEMPLO 4.1

Determinacao da velocidade angular de cada segmento para o instante de tempo pretendido (t=0.2):

W, =¢ =-28, W, = ¢, =28, W, = ¢ =36, W, =g, =258,
Determinacao da velocidade linear, utilizando a expressao de Mozzi (t=0.2):
0] (0] (-0.27cos(23)] (0.21
V, =V, +W, xOA=10!t+4 0 txq 0.27sin(23) | =10.50}[m/s]
0 |-2 0 0
0.21] (0] (0.48cos(43)] (-0.44
Ve =V, +W, x AK ={0.50 ¢ +10}x0.48sin(43) ¢ ={+1.20 {[m/s]
0 2 0 0
~0.44) (0] [-050cos(43)] [(+0.58
V, =V, +W, x KH ={+1.20{ +< 0 »x{+0.50sin(43) ¢ =1+2.30+[m/s]
0 -3 0 O(c)

t=0
+0.58] (0] (+0.28cos(52) 0.03

Ve =V, +W, xHC =4+230¢+4 0 x4 +0.28sin(52)} = {+2.73:[m/s]

0 2.5 0 0 23°
Observacao: 43°
Bobbert e Scenau (1988) concluiram, em 10 especialistas
de salto, que a velocidade média do CM aumentava de 656°

zero para 3.5 [m/s], durante a fase preparatoria de salto.




Cap. 4 - EXEMPLO 4.1

Modelo numérico com Interactive physics:
— Resposta para t=0.1 [s].

L2 Velocity of Square Point C

0.020 0.100 0.140 0.1 [SJ

0.060

C 2l Velocity of Rectan
Vo 2.500 rad/s

L 2| Velocity of Square Point H

0.020 0.060 0.100 0.140 01! [;

Velocity of Rectan
Vo -0.030 rad/s

L2 Velocity of Square Point K

—

0.020 0.060 0.100 0.140 0.1 [s’]

Velocity of Rectan
Vo -1.960 rad/s

L 2elocity of Square Point &

——2 >

0.020 0.060 0.100 0.140 0.1 [sJ

Velocity of Rectan
Vo -2.000 rad/s

11



Cap. 4 - EXEMPLO 4.1

Modelo numérico comn Interactive physics: [adleo o Sase P
— Resposta para,t=0.2 [s].

0.020 0.060 0.100 0.140 0.1 (s’l

L AVelocity of Rectan

Vo 2.500 rad/s

L AVelocity of Square Point H

H
0.020 0.060 0.100 0.140 0.1 [ﬂl
Velocity of Rectan
Vo -3.030 rad/s
L Al Velocity of Square Point K
K
0.020 0.060 0.100 0.140 0.1i (s
Velocity of Rectan
Vo 2.040 rad/s
[m/s)
[m/s)
A 0.020 0.060 0.100 0.140 0.1 [sl'

Velocity of Rectan:
Vo -2.000 rad/s




Cap. 4 - VELOCIDADE ANGULAR RELATIVA

Num sistema multicorpos, a ligacdo é feita através de articulacdes, importando
saber o valor da velocidade relativa entre os corpos adjacentes.

— 0s musculos actuam nas articulacdes para modificar estes angulos.
— as solucdes numéricas aplicam o conceito de velocidade angular relativa.

- . - e
Considere-se a velocidade angular relativa entre B e D. 5
— assumindo duas linhas imaginarias, fixas em B e em D.

— assumindo o sentido positivo, contrario ao ponteiro relogio. -

d¢B/D =
¢ = e
B/D B/D 3 dt 3 0

No caso de existirem mais corpos relacionados, B1, B2, B3 e E, pode ser
utilizado o principio da sobreposicao: e

Wg3/e = Wgg g2 T Wgy/e1 7 Wey/e

W, =g, =2.58,
No caso concreto do exemplo 4.1:
— actuador entre c/t: W,,, =[2.5]8, —[-30(t-0.1)|&, W, = ¢, = -30(t —0.10)8,
— actuador entre t/l: W), _[ 30(t - 0.10)] &, — [40(t —0.15)] &,
— actuador entre I/f: W, =[40(t-0.15)|&, - [- 2] &, W, = g = 40(t—0.15)8,

Y actuador entre flearth: W, =[-2]&,-[0]e,

Actuador posicionado em “leg”, em Actuador posicionado em “foot”, f ¢ -
relagdo ao “foot”= w I/f em relagéo a “leg” = wf/l 13




Cap. 4 - EXEMPLO 4.2

» Valores instantaneos de velocidade angular, para t=0.2 [s]:

W, =¢ =-28, W, = ¢y =26, W, =4 =-36 W, =4 =258,
« Valor relativo da velocidade da perna em relacao ao pe, para t=0.2 [s]:
W, =W, —W, =28, —(-28,)=4§,
— Este valor significa um aumento fisico do angulo entre a perna e o0 pé, no
tornozelo.

Heel Strike  Midsupport Toe-off Forward Swing Foot Descent 66°

Sartorius Mamstrings Gastrocnomius  Rectus Femoris Hamatnngs

Rectus Fermons Gastrocnomius  Rectus Femorns  Sanodus Gastrocnomus
Hamstrings




Cap. 4 —- EXEMPLO 4.2
« Valor relativo da velocidade da coxa em relacdo a perna, para t=0.2 [s]:
Wy, =W, —W, =-3& _(2 63)2_5 &

— Este valor corresponde a uma extensao da perna.
— A actividade muscular principal é devida ao “quadriceps femoris”.

t=0 t=0.2 W = ¢£C =25 és

23°

43°

66°

Forward Swing Foot Descent
Hamstings Gastrocnemius  Rectus Femoris Hamstnngs
Rectus Femons Gastrocnemsus ~ Rectus Femoris  Sartonus Gastrocnomus
Hamstrings




Cap. 4 —- ACELERACAO ANGULAR

Derivando a expressao que relaciona dois pontos de um corpo:

A, . dw dPG
% =y

—

— 2 =F, +—Q®PQ+W® —=
" dt Q dt

Expressao de Mozzi:

dq

=4, +WOPQ+W® (W PQ)

Na expressao anterior, o vector aceleracdo angular é definido por.

W=a=4¢§8,

— No caso de movimentos planos, as regras de multiplicacao sequencial originam:

W® (W ®PG)=-w?PQ

16



Cap. 4 - EXEMPLO 4.3

Objectivo: Determinacdo da aceleracdo do centro de gravidade, durante a fase
preparatoria de um salto na direccdo vertical, considerando as seguintes
condicoes:

— Dimensbes do atleta: L foot (foot length)=270 [mm], L leg (ankle to knee
length)=480 [mm], L thigh (knee to hip length)=500 [mm], Lc (hip to mass
center)=280 [mm], massa do atleta = 68 [kqg].

— Variacgdo da posicdo dos elementos com o tempo:
¢, =2t ¢ =20(t—0.15)" +0.7 ¢ =-15(-0.10)’ - 0.6 ¢, =2.5t+0.4

— Variacgéo da velocidade angular com o tempo (aceleragdo angular):

W, =¢ =-28€, >af:v;vf:¢' =08,
W, = ¢, =4O(t—0.15)§3 >o, =W, = ¢ =408,
W, = ¢, =-30(t - 0.10), G, =i, = ¢, =308,
WC:¢C:2.5§3 :&C:V*VC:&C:()*B

e Determinacao da aceleracdo do ponto A:
d, =4, + W, ®0A+W, ® (W, ®O0A)
0 0] [-0.27cos(g,) —0.27cos(g, )

=0+0+1 0 ' ®|{ 0 t®4 0.27sin(g, ) | |=—4{ 0.27sin(g, )
~2 ~2 0 0

17



Cap. 4 - EXEMPLO

« Aceleracdo do ponto A, para t=0.2 [s]: t=0.2s W,=¢, =256 & =08,
d, =4, + W, ®0A+W, ®(W, ®O0A) y
—0.27cos(g, ) 1.0 W =g =-38  d =-308
a, =—4{ 027sin(g, ) ={-0.42} |m/s?] K
0 0 W =4 =28 & =408,
e Determinacao da aceleracéo do ponto K: A W —j =28 @ =08
d, =4, +W ®AK + W, ® (% ® AK) 23 e,
1.08cos(g, )] (0] [0.48cos(g) 0 0 0.48cos(g, )
= {-1.08sin(g, )} +1 0 + ®0.48sin(g, )} + 0 ® 0 ®140.48sin(g, )
0 40 0 40(t - 0.15) 40(t - 0.15) 0

» Aceleracao do ponto K, para t=0.2 [s]:
d, =4, +W ® AK + W, ® (#, ® AK)
1.0 ~13.09 0.351) ([-13.5

=1-0.42} +{+14.04} —[2]*{0.327} =1 12.3 | [m/s?]
0 0 0 0

18



Cap. 4 - EXEMPLO 4.3

* Determinacao da aceleracéo do ponto H:
&, =4, +W, ®KH +W, ® (% ® KH)
(1.08cos(g, )-19.2sin(g, ) [40(t — 0.15)[ 0.48 cos(¢} )

} 0 —0.5c08(g, ) —0.5c08(g, )
= {-1.08sin(g, )+19.2cos(g, ) - [40(t - 0.15)]* 0.48sin(g; ) { 0 }@{m 5sin(g, )} [-30(t-0.1) {+O.53in(¢,)}

0 -30 0 0

1.08cos(g, )—19.2sin(g, ) [40(t — 0.15)] 0.48 cos(g, )+ 15sin(g, )+ [- 30(t — 0.1)F 0.5cos(g, )
= {-1.08sin(g, )+19.2cos(g, ) - [40(t - 0.15)[? 0.48sin(g, ) + 15cos(4, )— [~ 30(t — 0.1)]*0.5sin(g, )}
0

Aceleracdo do ponto H, para t=0.2 [s]:

a —{2012} m/s?]

Aceleracdo do ponto C, para t=0.2 [s]:

3, =4, +W, ® HC +w, ® (W, ® HC)
1.0
{188 [m/s

19



Cap
e Modelo numérico com Interactive \physics:
— Resposta para t=0.1 [s].

C 3 Acceleration of Square Point K

[ H

0.020 0.080 0100 0140 0180 0.220 (o))

258 w/s™2)
(m#s"2)

|

0.020 0.060 0.100 0.140 0.180 0220 Gs))

.4 -EXEMPLO 4.3

= e

16.000
0.020 0.060 0.100 0.140 0.180 0.220 [s]j

0.020 0 0100 0.140 0180 0220 [s)j

elocﬂy of TRUNK ccelelallon of TRUNK
2500 ads 29366012 radfs™2

- Ve!ncil_v of THIGH Acceleration of THIGH
Vo -0.030rad/s bo -30.000 rad/s"2

C 3| Velocity of LEG L Acceleration of LEG

Ve 1.960 rad/s bo 40,000 1ad/s™2
C 3 Velocity of FOOT = _Acce!elation of FOOT

Vo -2.000 rad/s Aa -4.225e-013 rad/s"2




Cap. 4 - EXEMPLO 4.3

e  Modelo numérico com Intera
— Resposta para t=0.2 [s].

ctive

3 Acceleration of Square Point K _

0.020 0.060 0.100 0.140 0.180 0.220 [s

0100

0140 0180

0221 (s))

0.020 0.060 0.100 0.140 0.180 0.220_(s)j

C 3 Velocity of TRUNK L Al Acceleration of TRUNK

Vo 2500 rad/s 4o 94716014 15d/5"2
= Acceleration of THIGH

Vo -3.030 rad/s Ao -30.000 rad/s"2

C 3 Velocity of LEG L 3 Acceleration of LEG
\ > Ll S Ao 40.000 rads"2
= SVelocity of FOOT L2l &cceleration of FOOT
0.060 0.100 0.140 0.180 0.220 lsll Vo -2.000 rad/s Ao 0.000 rad/s"2




Cap. 4 - EXEMPLO 4.3

« FORCAS DINAMICAS REACTIVAS:

— Determine o valor da forca reactiva do solo no atleta, para o instante
correspondente a t=0.2 [s].

G Ground Force]
[Fu|f

3 1.0
Y»F=ma, <{F,-mgr=m:18.8
0 0
£ (-680
< {F,+=119455} [N]
0 0 -
— A forca vertical actuante é, aproximadamente, | io9 321

igual a 3 vezes o valor da forca peso.

0.020 0.060 0.100 0.140 0.180 0.220_(s))

22



Cap. 4 - OUTROS ESTUDOS

Robbert e Schenau (1988) efectuaram medicoes
experimentais em 10 atletas de voleibol,
nomeadamente:

— tempo de contacto na preparacao do salto;

— actividade eléctrica dos musculos das pernas
(EMG);

— angulo de rotacdo dos segmentos anatomicos.
Na figura apresentam-se alguns resultados :
— nos instantes iniciais a forca reactiva é inferior a .
forca peso dos atletas; 1o vEms)
— nos Instantes posteriores, este valor duplica o 110
valor da forca peso dos atletas; Hme) e 00 0
— finaliza em zero (perda de ¢gntacto). c ::23 a€ ()

C C
10

-+ 2000

+ 1000

=330 ms =190 ms -60 ms 0ms



Cap. 4 - OUTROS ESTUDOS

Céatia Fidalgo, Ceélio Cerqueira, Diana Cidre, Diana

Barros, Heélder Silva, Paulo A. G. Piloto; “Simulacdo do

movimento preparatorio do salto utilizando diferentes

modelos antropomeétricos”, actas do 3° congresso

nacional de biomecénica, pp. 367-371, ISBN 978-989-

96100-0-2; CD ISBN: 978-989-96114-0-5; 11-12 de

Fevereiro de 2009.

— Estudo de diferentes modelos antropomeétricos, utilizando 4
segmentos e 5 pontos de controlo.

— Andlise cinemaética e dinamica do protocolo em estudo.

— Estudo comparativo dos métodos de integracdo numérica.

— Objectivo: comparacao das forcas de reaccdo e de outros
parametros cinematicos.

24



Cap. 4 - OUTROS ESTUDOS

Propriedades anatomicas:

Modelo a):

— Massa concentrada no ponto C.
Modelo b):

— Massa concentrada nos 4 segmentos.

Modelo c):

— Massa distribuida com forma
rectangular.

Modelo d):

— Massa distribuida com forma eliptica.

Massa Massa Comp.
Seg. N°
[ka] [%] [m]
Total 68,00 100 -
AO=f 2 2,04 3,0 0,27
AK=l 2 6,12 9,0 0,48
KH=t 2 14,28 21,0 0,50
HC*=c 1 45,56 67,0 0,28

25



Cap. 4 - OUTROS ESTUDOS

Os modelos de massa concentrada foram simulados

com a utilizacdo de pequenos corpos rigidos de
forma circular.

Foram utilizados dois métodos de integracdo
numerica:

Euler:

Kutta Merson:

método de 12 ordem;

com aproximacao em expansao de série de Taylor,
com passo de integracao fixo;

explicito;

mais rapido e ndo adequado para movimentos rapidos.

método de alta ordem;

com aproximacao em expansao de serie de Taylor;
explicito;

com passo de integracdo variavel, no caso do erro

ultrapassar um valor definido, o tempo de integracdo é
reduzido para metade;

mais exacto.

26



Cap. 4 - OUTROS ESTUDOS

Forca de reaccao horizontal (F1):
— Solucéo analitica;

— Solucdo para 4 modelos e dois
métodos de integracéo.

Os resultados numeéricos que mais se
aproximam da variacdo analitica sdo
0s correspondentes ao modelo a).

Os resultados do modelo c¢)
subestimam 0 valor desta
componente, enquanto que  0S
resultados dos modelos b) e d)
sobrestimam os valores na parte final
do movimento.

Os resultados numéricos obtidos com
0 meétodo de Euler apresentam
perturbacdes iniciais para todos o0s
modelos.

F1[N]

<=F1-A =F1-Ma)- E =Fl-Ma)- K
~F1-Mb)-E ~~F1-Mb) -K -+F1-Mc)-E
-F1-Mc)-K ~-F1-Md)-E <F1-Md) -K

0.05 0.1 0.15 0.2

27



Cap. 4 - OUTROS ESTUDOS

Forca de reaccao vertical(F2):

— Solucéo analitica;

— Solucéo para 4 modelos e dois métodos de

integracao.

Os resultados demonstram que, antes de se
Iniciar a fase de voo, esta componente
apresenta valores inferiores ao valor da
forca peso do individuo, aumentando para
valores da ordem de grandeza superior a
trés vezes o valor da forca peso.

Os resultados numeéricos do modelo a) séo
0s mais proximos dos valores analiticos.
Todos os outros modelos subestimam o
valor de F2.

Os resultados numéricos obtidos com o
método de Euler apresentam perturbaces
Iniciais para todos os modelos.

F2 [N]

—F2-
—-F2-

“<~F2-A

=F2-Ma)- E ©F2-Ma)- K
Mb) - E ~F2-Mb) -K -+F2-Mc)-E
Me) - K <F2-Md) -E <-F2-Md) -K

2500

2300 +
2100 -
1900 -
1700 +
1500 +
1300 - :
B
1100 - 7,;;{"

900 R
L "!'::!

-
i
Aol
Lot
o

700 3
@

500
0

0.05 0.1 0.15 0.2
Tempo [s]
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Cap. 4 - OUTROS ESTUDOS

Catia Fidalgo, Célio Cerqueira, Diana
Cidre, Diana Barros, Hélder Silva, Paulo A.
G. Piloto; “Analise experimental do
movimento preparatorio de salto em altura”,
actas do 3° congresso nacional de
biomecanica, pp. 265-270, ISBN 978-989-
96100-0-2; CD ISBN: 978-989-96114-0-5;
11-12 de Fevereiro de 2009.
— Estudo comparativo do protocolo SJ.
— Auvaliacdo dos parametros cinematicos e
dinamicos.
— Avaliacgéo da eficiéncia do salto SJ.
— Resultados experimentais com acelerometro,
Myotest.

— Analise de movimento assistido por video e
computador.

29



Cap. 4 - OUTROS ESTUDOS

— Planta dos pés no chéo;

~ . M 1 62,0 1,66 19

— Maos na cintura; M 5 26.6 186 ’1

— Agachamento inicial (Ai). F 3 48,6 1,56 19

« O salto SJ “Squat Jump” foi i : j;‘g 133 ig

efectuado por 5 individuos,
amadores, sem preparacgao inicial. 0
e A posicio de partida & ) 0 VK AP
representada pela referéncia a), o é@ - @
agachamento Inicial e
representado pela referéncia b),
sendo que as restantes referéncias,
C) a g), sdo representativas da fase
propulsiva, Vvoo, contacto e 9 b o d ¢ O 9
amortecimento.

30



Cap. 4 - OUTROS ESTUDOS

[N] = =TForga Reactiva [N]  ===Velocidade CM [cm/s] [cm/s]

e Foram determinados 2 2500 250
parametros:

— RFD - Taxa de variacdo da
forca propulsiva;

- 200

2000 | 150

- 100

1500 -

- 50
— TTT- Tempo necessario e '
. -50
para a fase a propulsiva. 500 - 100
0 -150
-200
-500 -230

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Tempo [ms]

my@test

Freq=200 [HZ] Freq=25 [Hz] TTT = tF=0 N tF=Wei9ht
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Cap. 4 - OUTROS ESTUDOS

A figura permite concluir que quanto maior
for a massa do individuo, maior sera o valor
deste parametro RFD, independentemente
do nivel de agachamento. Também se pode
concluir que a taxa de variacdo da forca
propulsiva sera tanto maior, quanto menor
for o valor do agachamento.

O grupo do sexo masculino (M) apresenta
um valor medio do parametro RFD superior
a0 grupo do sexo feminino (F),
independentemente do valor do
agachamento inicial. Estes resultados estao
de acordo com os trabalhos de investigacao
desenvolvidos por Karlsson and Belt,
(1981) e por Bell and Jacobs, (1986).

Média RFD
[N/s]
9000

OAgach. 1 ©Agach.2 AAgach. 3

8000 -

7000 +

6000 -

5000 +

4000 -

3000 -

2000 -

1000 -

0
45

Média RFD
[N/s)
8000

50 55 60 65 70 75 80
Massa [kg]

mAgach.1 ®Agach.2 ® Agach.3

7000 -

6000 -

5000 -

4000 -

3000 ~

2000 -

1000 -

0 4

Sexo [M/F]
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Cap. 4 - OUTROS ESTUDOS

A figura permite concluir gue este
pardmetro € pouco sensivel em
relacdo ao valor da massa de cada
individuo. Também se pode
concluir que o valor do tempo
necessario para a fase propulsiva
sera tanto maior, quanto maior for
o valor do agachamento inicial.

A variacao do parametro TTT para
0 grupo do sexo feminino €
superior ao do grupo masculino,
independentemente do nivel de
agachamento inicial.

Média TTT
[ms]

OAgach.1 ©Agach.2 AAgach. 3

600

500 A
400 - é To=OA-AL
€ - ___ e O ____T'= A
30 O ®
o)
200 A
100 A
0 T T T T T T
45 50 55 60 65 70 75
Massa [kg]
MédiaTTT ®mAgach.1 ®Agach.2 = Agach.3

[ms]
500

80

450 +
400 ~
350 A
300 ~
250 ~
200 +
150 +
100 A
50 A

0 -

Sexo [M/F]

33



Cap. 4 - OUTROS ESTUDOS

Os resultados determinados por
processamento de imagem
confirmam as conclusdes obtidas
para 0os parametros de eficiéncia
(RFD, TTT), determinados pelo
método do acelerémetro.

As curvas dos parametros
cinematicos, velocidade e
aceleracdo, estdo muito proximas
umas das outras, com variacoes
também semelhantes.

Aceleracio
[em/s2]

2000

1500 4

1000 -

500 A

0

-500 4

-1000 A

-1500 A

-2000

Velocidade
[em/s]

| =—=Ace. Myotest = Acel. Apas ==WVeloc. Myotest = Veloc.Apas

0

500

1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Tempo [ms]

250
- 200
- 150
- 100
- 50

0

- =50
- -100
- -150
-200
-250



Cap. 4 - MOMENTO ANGULAR - MATRIZ DE MASSA

* Momento angular de um corpo rigido, em relacdo a

e J
ponto P, do proprio corpo: Ny B i
— Considere-se um elemento infinitesimal de massa em J QP
ponto genérico. . £
— Q representa o centro geomeétrico do elemento 7 < am> . F
infinitesimal, dm; © - e,

H, =J.PQ><(\7Q)jm

€

« Utilizacao das expressdes de Mozzi, para a relacdo de velocidade entre dois
pontos do mesmo corpo:

U, =V, +W® PQ
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Cap. 4 - MOMENTO ANGULAR - MATRIZ DE MASSA

= (PG (7, +W x PG him

» Neste integral, v, € w, ndo dependem da variavel de
integracdo, embora possam variar com o tempo.

— podem ser removidos para fora do integral.

» Neste integral, a primeira parcela serd nula em dois casos:

jPQdm X

j PG x (W x PQ Him

€

— Caso o ponto P seja fixo (pertenca a um eixo fixo de rotacéo, v,=0);
— Caso 0 ponto P seja coincidente com o centro de massa (lembrar definicdo do cm).

* Nestas condicdes, substituindo as componentes do vector posi¢cdo e do vector

velocidade angular pglo§ respectivos valores genericos
X, W
3772

PQ =+

e

@

<

L X <

X1 W,
| X, W,

_ X2W3\
_ X3W1
— X W, )

-dm
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Cap. 4 - MOMENTO ANGULAR - MATRIZ DE MASSA

I,

Expressdo do momento angular, escrita numa forma matricial da origem a uma
matriz de massa, nos dois casos.

I(xz2 + xgz)dm

M

1] w

= I(xlx2 )dm

M

j(xlz + x32)dm =

M

2 2
j(xz +X,” Jdm
M

]
J

No caso do movimento ser plano,

J‘(xz2 + x32)dm

M

o I(Xlxz )dm

J

M

2 2
(x1 + X, )dm —

]
J

2 2
I(x2 +X,” )dm
M

(
(

(X, X, )dm
(

X, X, )dm

Wl
X, X, )dm 4w,
W3

T

W=(0 0 w,) .

X,X, )Jdm |4 0

W

0 .,
o P12
o P13

Matriz de massa é simétrica:

- é calculada num ponto, em relacdo a um
sistema de eixo;

- Depende da geometria;

- Depende da distribuicéo de massa;

6 componentes independentes;

Ix;X;, designados momentos de inércia;
Px;x;, designados produtos de inércia.

- I:)12 - P13 0 - I:)13\’\/3
|22 - P23 0 p=9- P23W3
- P23 |33 W3 |33W3
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Cap. 4 - MOMENTO ANGULAR

* No caso de movimento plano ocor

I11 _P12
HP = _PlZ |22

0 0

(a) e,

/ _

rer num plano de simetria:

ol

)
e1 d e1
e
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Cap. 4 - MATRIZ DE MASSA

Momentos de inércia;:

— significado fisico: quantificam a maior ou menor dificuldade de rotacdo do corpo

em relacao aos eixos em consideracao.

l, = I(xf +x§)dm
M

l,, = I(Xf +x§)dm
M

Iy, = j(xf +x22)dm

M

Produtos de inércia;
— significado  fisico:

sistemas de eixo.

— tomam valores nulos, guando um dos eixos
for de simetria.

guantificam
distribuicdo da massa em relacdo aos

(a) e, e,

3

L

€3

> €4 e1
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Cap. 4 - MATRIZ DE MASSA - CORPOS ELEMENTARES

» Caracteristicas de massa de corpos elementares.

€y

thin
circular
disk

i 2 oy 2 - 2 5 2
122 m(a +b2)
ez

thin slender

ring rod

Af h
lyq=l -_mR2 I,o= mR? ly1=laa= Lmh?  Iop=
115133 22 11513355 22

Segmentos Antropometria
Anatémicos e topologia

Miguel Silva, IST Modelo Antropométrico de Whitsett
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Cap. 4 —- MATRIZ DE MASSA — TRANSPOSICAO
PARALELA ey

e3cm A

e Teorema dos eixos paralelos (Steiner):

— Estabelece a relacdo para as componentes
da matriz, em relacdo a pontos diferentes,
mantendo o paralelismo dos eixos.

— Os valores das componentes sdo minimos,
quando calculados em relacdo ao centro de

massa. <
? _ _ elcm
I, =l + M xd; P, = Pienoen + M X(Xl X Xz)
2 _
Iy = liomaen + M xdy, Pro = Pionoem + M X (Xl' X XZ')
— Demonstracéo:
Xy =Xp + % P, = jxlxzdm =0 -0
X, = Xy + X, M

X; = Xy + %, P, = j(xl. + %)% (X, + X, )dm = jxl.xz. dm + Jxl._z dm +Wm + I)‘(J(Z dm
— M M

Jacob Steiner (1796-1863) 41



Cap. 4 — MATRIZ DE MASSA — TRANSPOSICAO POR
ROTACAO

* Rotacédo de um referencial.
— Na representagdo de um vector sera
necessario  determinar a matriz  de
transformacéo entre os dois sistemas.

= .TS—>S']'U‘S

[ Cos(e,,e,) Cos(e,,e,) Cos(e,,e,)
Ts .s. =| Cos(e,,e,) Cos(e,,e,) Cos(e,,e,)
| Cos(e,,e;) Cos(e,,e;) Cos(e;,e;)

t t t

e; projectado em S’

— Como a matriz é ortogonal.

[TS—>S'] = [TS‘—>S ]t

— Ambito de aplicacdo possivel:
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Cap. 4 - MOMENTO ANGULAR - EQUI. DINAMICO

« Equilibrio dindmico de momentos, em relacdo a um ponto fixo “O” ou em

relacao ao centro de massa “CM”:

dH, -
-S'M
dt 2.Mo

dH .
- 2Me

« No caso de um movimento plano de um corpo rigido (simétrico em relacéo

ao plano do movimento):

l, -P, 010 0
Ho=[-P, I, O0RO0t={ 0
0 0 gz (|lw, | s W;
Ilcmlcm - PlcmZCm 0 0
I:iCM =| = Pemaem  Tocmaem 0 0
0 0 - Ws |

e20m

Vo

I 3cm3cm W3 €3cm

* Aderivada do momento angular deve ter em consideracao o estado do sistema
de eixo (parado ou a acompanhar o0 movimento do corpo).

— No caso de estar parado, o valor do momento de inércia podera variar com o tempo.

« Admitindo que a inércia ndo varia com o tempo (movimento plano):

| 55 W, és :ZMO

| 3emaem W3 €5 = Z M cu
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Cap. 4 — EQUILIBRIO DINAMICO DE CORPOS

Equacoes a utilizar (movimento plano):
> F=ma,,

Z MCM = I3cm3cmW3 €;

— A massa € uma medida da resisténcia de um corpo para um movimento
uniformemente acelerado;

— O momento de inércia € uma medida da resisténcia de um corpo para uma
alteracdo da velocidade de rotacéo;

— A forca resultante, F, determina a trajectoria do centro de massa;
— O momento resultante, M, sera responsavel pela alteracdo da velocidade angular.
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Cap. 4 - EXEMPLO 4.4

Determine as equacbes do movimento do corpo
circular gque se encontra a rodar em torno de um ponto
fixo “O”. O corpo possui massa “m” e raio “R”.

Determine ainda as reaccoes dinamicas no apoio.

Desenhar diagrama de corpo livre.
— Forcas de ligacéo;
— Forca externa gravitica.

Analise cinematica — determinacdo da aceleracdo no

centro de gravidade.

r., =Rsing€ —RcosgE,

V., = R¢Ccosg € +Rgsin ¢ €,

a, = R[g}ﬁcos¢—¢52 sin ¢]é’1 + R[géﬁ'sin b+g° cos¢]é2
Geometria de massas (l;; ndo varia com tempo,
mesmo com sistema fixo):

I, =1g, +md® :%mRZ +mR? :ngz

0

Equac0es a aplicar: /\'
Nota 1: Depois da resolucéo da equacédo do

movimento, determinam-se as forgas reactivas.

Zﬁ:macm o F &+F, 6 =ma_

(a) ©

L
“agy

3
-----

thin
circular

=l =1 2 =1 2
’11 —lsa—sz |22"§mR

1 : 3 2 7 %Nota 2: Eq. di [ i
_ T _ g 2 = : Eq. diferencial do movimento. A sua
Z Mo =luW; 8 < mg Rsin ¢ €, 2 mR™ ¢ &, resolucdo depende das condicdes iniciais.
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Cap. 4 — APLICACAO NA DINAMICA HUMANA
(IEXEI\/IPLO 4.7)

Determine a velocidade angular no instante correspondente a posicao representada
em (d), sabendo que a velocidade angular de saida vale wy, =2z[rad/s] . O valor do
momento de inércia do atleta na posicdo (b) vale 134 [Ib in s?] e na posicdo (d)

vale 34 [Ib in s?].

Nota 1: Conservacdo do momento angular, pelo que
Hcm(c) é igual ao valor no instante correspondente a (d).

Hcm(b) — Hcm(d) A Icm(b)WS(b) és — Icm(d)WS(d) és

Nota 2: De acordo com o resultado, a velocidade em (d) quadruplica em
relacdo a posicéo (b).

Nota 3: Neste tipo de desporto, 0 momento angular é definido na partida,
mantendo-se constante até o atleta entrar na agua.
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Cap. 4 — APLICACAO NA DINAMICA HUMANA
(EXEMPLO 4.8)

* Num atleta de ginastica com argolas, de massa
2m e comprimento 2L, 0s pés encontram-se | H - il
articulados no equipamento desportivo. O
ginasta e libertado do repouso, na sua posicao ., .

horizontal, sendo modelado por duas barras ] ] ]
articuladas em “O” e em “A”. e ———
e Determine a aceleragcdo angular dos ) ’ ’ ’
segmentos OA e AB. F_O D A R,
« Verifique como se comporta o corpo do atleta. A CT R Y
(€) A B

« Estabelecimento dos diagramas de copo rigido OA e AB: I
2 mg
e Aplicacdo da 32 lel de Newton, na zona de articulacdo dos dois segmentos.

 Total de seis incognitas, F;, F,, R{,R,, 0tga € Olpg.
> F=ma,,

Z MCM = |3cm3cmW3 €;

47



Cap. 4 — APLICACAO NA DINAMICA HUMANA

(EXEMPLO 4.8)
Determinacdo da aceleracdo angular do
centro de massa do segmento OA, no instante R
Inicial, (t=0)
8y = 8o + W, x OA + g, x (W, x OA) (@ e

Wi 0 0 0 ? A °
® A
Sendo o corpo libertado do repouso, todas as - ~
velocidades sédo nulas. A I
I © A £ B
ap = Wp,L/2 R’
0 le mg

Determinacdo da aceleracao angular do centro de massa do segmento AB, no
Instante inicial, (t=0), considerando velocidade angular de AB, também, nula.

a

AE
0
WOAL +4 0

+W WAB X AE

AB
L/2 —wa /2 0
— Wi = Wo L +W, gL /2 =W, L+W,gL/2
0 0

0 L/2 L/2) [-w2,L/2 ‘: L —— L s
=0+ 0 tx4 0 b=w24 0 =1 Vi,,L/2 e
A
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Cap. 4 — APLICACAO NA DINAMICA HUMANA

(EXEMPLO 4.8)
Equacao do movimento do centro de massa, ﬂ
para os dois segmentos: T
. F,+R, =mx0 \
Y F=ma, < _
F, +R, —mg =mw,,L/2 (@ e
A
— _ — R1 =mx0 - L - L >
Z F=mid_ < . . [E— ) ——— R )
-R, —mg =mwg,L+mw,;L/2 o A B
~ CrrL e b
Equacdo do momento equilibrio do momento )ﬁ O D AR
angular: _"|F o |
S Mg = W, & < —mgL/2+R,L=(1/3m% My, (g . ;
— RT
STM g, = LygngenVly & < R,L12 = (1/12mL I [r. Imo

F=0
Solucéo para o instante fotografico representado: = {,: —(4/14)mg
Wi, =-9g/7L ‘ R =0
Wy =39/7L {Rz :(]/14) mg
O atleta comeca por rodar as pernas no sentido dos ponteiros, enquanto que o

tronco rodard no sentido contrario, necessitando utilizar musculos abdominais
para se manter na posicao de alinhado. 4



Cap. 4 — APLICACAO NA DINAMICA HUMANA
(EXEMPLO 4.9)

O atleta representado utiliza um sistema —
especial para flectir o tronco na posicio
horizontal. O movimento oscila entre a posicao
representada e a posicao horizontal.

 Assumindo que o mausculo traseiro “erector
spinae” é o unico envolvido no movimento,
determine a forca muscular em funcao da
posicdo do tronco 6=45° considerando m=34
[kg], L=0.9 [m], h=0.06 [m] e a=2 [rad/s?].

o Estabelecimento do diagrama de copo livre, para parte do
segmento anatdomico, de comprimento L.

* Thbm, representa a forgca muscular. B
* Equacédo do momento equilibrio do momento angular: Tom
ZM = 1,,W, €; < —mgL/2sin 9+Tbm><h:(1/3mL2)v'vAB —>h

_ [gL/Zsm 6+ L2 13V, | = 2074[N]

. A for(;a exercida pelo musculo é superior ao peso do atleta, 667 [N] Edte
deve-se ao pequeno valor do braco da for¢a do musculo em relacdo ao ponto A
(h=0.06 [m]).
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Cap. 4 — CENTRO INSTANTANEO DE ROTAC;AO

O joelho humano representa uma junta multipla, na
qual o fémur da coxa (A) se relaciona com a tibia da
perna (B) e com a patela (rétula) (C).

No movimento desta rétula, o eixo de rotacdo sofre
alteracOes de posicdo, fazendo aparecer o conceito de
centro instantaneo de rotacdo (CIR).

A localizacdo do CIR pode ser determinada, em cada
instante de tempo, através da velocidade linear de
quaisquer dois pontos.

O CIR é caracterizado pelo facto de possuir velocidade
linear nula, em cada instante.

A velocidade em qualquer outro ponto do corpo €
proporcional a distancia em relacédo ao CIR.

O CIR, na junta do joelho, coincide com a interseccao
dos ligamentos. Estes sdo considerados com elevada
rigidez, dificilmente alteram o seu comprimento, pelo
que as velocidades dos pontos de origem e de insercéo
mantém-se perpendiculares aos ligamentos.

(A)

(B)

(©)

SIR (1)

aEOSsS

oCIR ()

P

7 R




Cap. 4 — CENTRO INSTANTANEO DE ROTACAO

» As trajectorias do CIR, obtidas no movimento relativo da tibia em relacéo
ao femur e no movimento relativo contrario, definem arcos chamados
“polodes”. Estas duas curvas ajudam a identificar situacdes anomalas de
Instabilidade do joelho.

* Num joelho normal, os arcos de CIR ddo origem a uma curva compacta em
relacdo a um ponto. Na pratica, o centro destes arcos é utilizado como
centro de rotacao da junta.

« Para mais informacdes, consultar:

— Kento R. Kaufman; Kai-Nan An; “Joint- Articulating Surface Motion”,;
Bronzino, 1995.
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