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Capitulo 5. Calculo Vectorial — Parte 2

Parametrizacao de Curvas

Derivada de um Vetor

e Comprimento de um Arco de Curva

e Exercicios

5.4 Parametrizacao de Curvas

Na imagem esquerda da figura [8] estd representada a circunferéncia de centro na origem e raio R. As

duas equagoes,

x(t) = Reos(t) 0<t<om )

y(t) = Rsin(t)

dizem-se equagoes paramétricas da circunferéncia no parametro ¢, e fazem corresponder a cada

valor do parametro ¢, no intervalo [0, 27], um ponto (z(t),y(t)) da circunferéncia.

R y=Rsin(t) y=Rcos(t)
_______ (xy) RN € )]
Hy Z
-R t R -R R
k% x=Rcos(t) x=Rsin(t)
-R -R|

Figura 89:

E imediato verificar que os pontos (z(t), y(t)) pertencem & circunferéncia, uma vez que as funcdes

coordenadas z(t), y(t) destes pontos satisfazem a equacdo cartesiana da circunferéncia, x2 + y* = R?,
(z(t))? + (y(t))* = (Rcos(t))® + (Rsin(t))? = R*(cos*(t) + sin*(t)) = RZ.

Variando o angulo ¢ no intervalo [0, 2], ficam contemplados todos os pontos da circunferéncia. A me-
dida que ¢ aumenta, a extremidade do vetor posigao 7(t) = x(t)i + y(t)j percorre a circunferéncia no
sentido anti-horario. A circunferéncia definida pelas equacbes paramétricas diz-se curva paramétrica.

Estabece-se assim uma diferenca entre curva, que é uma linha no espago, e curva paramétrica, que é
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uma linha no espago com um sentido associado. O sentido definido sobre a curva é o obtido quando se

aumenta o parametro t.

A parametrizacao define sobre a curva o sentido anti-horario (ou positivo). Para ¢t = 0 temos
7(0) = (2(0),(0)) = (Reos(0), Rsin(0)) = (R, 0).
J& a parametrizagao (figura direita)

z(t) = Rsin(t)
C: 0<t<2nm,

y(t) = Rcos(t)
define sobre a curva o sentido hordrio (ou negativo). Neste caso, para t = 0 temos
70) = (2(0),y(0)) = (Rsin(0), Reos(0)) = (0, R).

Estas duas parametrizacdes representam a mesma curva, 22 + 42 = R2, percorrida em sentidos opostos e

com pontos diferentes para 7(0).

Exercicio 135. Escrever a equagao vetorial, as equagoes paramétricas e a equagao cartesiana da reta

que contém o ponto P = (4,2) e tem a direcgdo do vetor @ = (—1,5).

Resolugao. Equacao vetorial

F(t) = P+ti, teR
Ft) = (4—t)i+ (2+5)]
sendo z(t) = 4—t e y(t) = 2+ 5t as coordenadas dos pontos da reta em funcao do pardmetro ¢t. Qualquer

uma destas duas iltimas equagoes se diz equacao vetorial da reta.

Equagoes paramétricas

Da equacdo vetorial anterior, 7(t) = z(t)i 4 y(t)j, obtemos as equacées paramétricas

z(t) = 44—t
C: teR

y(t) = 245t
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Na figura [90] estd representado o gréfico da reta. O ponto correspondente a t = 0 é (z(0),y(0)) = (4,2).
O sentido definido sobre a curva pela parametrizagao diz-se sentido positivo, que é, como ja foi referido,
o sentido correspondente ao aumento dos valores de t. Nao confundir com o sentido positivo associado a

um movimento circular, que é sinénimo de movimento no sentido oposto ao dos ponteiros do relégio.

5
L
u\| r® t=0
5 0 5 10
s N
Figura 90:

Equagao cartesiana

Resolvendo a primeira equagao paramétrica em ordem a ¢t obtém-se t = 4—x. Substituindo esta expressao

de t na segunda equacao paramétrica, fica

y = 245t
Sy =2+54-1x)

Sy = —dbr+22

que é a equacao cartesiana da reta.

Exercicio 136. Parametrizar a circunferéncia 22 4+ y? = 25, sendo o parametro 0 < ¢t < 27, de modo

que 7(0) = (z(0),y(0)) = (—5,0), e o sentido definido sobre a curva seja o sentido horério (figura [91]).

(x(0), v(O&j

Figura 91:
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Resolugao. A parametrizagdo usada na curva da figura [89| (a direita)

x(t) = bsin(t)
C: 0<t<2r

y(t) = bcos(t)

define o sentido pretendido sobre a curva, mas com (x(0),y(0)) = (0,5). Para obtermos (z(0),y(0)) =

(—5,0), retiramos 7/2 ao angulo.

x(t) = bsin(t —7/2)
C: 0<t< 27,

y(t) = bBeos(t —m/2)

(verificar que esta parametrizacao é a pretendida)

Por ser sin(t — 7/2) = —cos(t) e cos(t — 7/2) = sin(t), podemos escrever

x(t) = —bcos(t)
C: 0<t<2m.

y(t) = bHsin(t)

Exercicio 137. Escrever uma parametrizagao no parametro 0 < ¢ < 1 que represente o segmento da
reta y = 2z, cujos extremos sdo os pontos (1,2) e (2,4) (figura 7 e que defina sobre este segmento o

sentido indicado.

Figura 92:

Resolugao. Para obtermos uma expressdo para z(t) podemos supor uma relagdo linear entre x e t, e

usar os pontos (t,z) = (0,2) e (t,z) = (1,1) para obter a equagdo x = —t + 2. A partir desta relacio,
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obtém-se y = 2x = 2(—t+2) = —2t + 4.

Podemos verificar que qualquer uma das trés parametrizagoes seguintes representa o mesmo segmento e

define sobre ele o0 mesmo sentido.

z(t) = —t* +2
C 0<t<1
y(t) = —2t> +4
z(t) = —cos(t)+2
. () (t) *%Stﬁo
y(t) = —2cos(t) +4

Nem todas as parametrizagoes definem um sentido sobre uma curva geométrica. Por exemplo, a parametrizagao

x(t) = sin(t)
C: 0<t<10m

y(t) = sin(t)

produz um movimento de vai-vem sobre o segmento de reta y = x, —1 < x < 1.

5.5 Derivada de um Vector

Dada uma curva paramétrica com vetor posi¢ao 7(t), consideremos a diferenga de vetores 7(t + At) — 7(t)
(figura . Fixemos o valor de ¢ e facamos At — 0. A medida que At diminui a extremidade do
vetor 7(t + At) vai deslizando sobre a curva, aproximando-se da extremidade do vetor 7(¢). A diferenca
7(t + At) — 7(t) tende para o vetor nulo,

Alér_r)lo(r(t + At) —7(t)) = 0.
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F(t+AL) - T(b) C C
At diminui
r(t)
Figura 93:
Consideremos agora o limite
r(t+ At) — 7(t
i 1AL — ()

At—0 At

O cociente na expressdo é um vetor com a diregao de 7(t + At) — 7(¢), uma vez que representa a multi-
plicacdo deste vetor pelo escalar 1/At. Se o limite existir é um vetor que se designa por derivada do
vetor 7(t) no ponto ¢, e se escreve

O
dt

O vetor 7 /(t) tem a direccao da reta tangente a curva no ponto onde é calculado. O seu sentido é o

sentido definido sobre a curva pela parametrizagao.

)| Ft+at)

Figura 94:
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Exercicio 138. Dada a curva paramétrica

(a) Determinar um vetor com a direc¢ao da reta tangente & curva no ponto ¢ = 2.

(b) Determinar uma equagao vetorial da reta tangente & curva no ponto ¢t = 2 (figura[95).
Resolugao. (a) O vetor F/(Q) tem a direcgao da reta ytangente a curva no ponto ¢t = 2.

Ft) = ti+135 = (t,12)

’

7 (t) = (1,2t)

’

7 (2) = (L,4)

(b) Seja g a reta e ¢(t) o seu vetor posicdo. A reta contém o ponto (z(2),y(2)) = (2,4), e tem a direcco

do vetor 7 /(2). Com estes dados podemos escrever uma equagao vetorial da reta.

q(t)

(2,4) +t(1,4)

2+t)i+@+4t)], teR

T@llq
6 r-l ) 2 il '.) r-L .l)
.’ B

Figura 95: #(2) é paralelo a reta.

5.6 Comprimento de um Arco de Curva

Problema: usar um integral para obter uma férmula para o comprimento do arco de curveﬂ corres-

pondente ao grafico de uma fungao f(x) no intervalo [a,b] de valores de x.

1Bocado de curva.
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Na esquerda da figura estd representada uma curva a trago grosso, de comprimento L;. Podemos
obter um valor aproximado para L; somando as medidas de segmentos de reta apoiados na curva. Seja
L3 a soma das medidas dos segmentos de reta representada a trago fino. E imediato verificar que L3 < L;
(porqué?). Uma aproximagao melhor que L3 pode ser conseguida substituindo cada segmento de reta
a trago fino por dois segmentos tracejados, conforme se vé na imagem esquerda da figura. Se Ls é o
comprimento da linha quebrada a tracejado, podemos escrever Ls < Lo < L;. Podemos melhorar ainda
mais a aproximagcao, substituindo cada segmento de reta a tracejado por dois segmentos de reta apoiados
na curva a trago grosso, somando depois os comprimentos dos segmentos que formam a linha quebrada
resultante. Repetindo sucessivamente o processo, vamos obtendo linhas quebradas com cada vez mais

segmentos, cujos comprimentos sao aproximacgoes cada vez melhores do comprimento L.

(By)

L3< |.2< L1

Figura 96:

Na imagem da direita no figura estd representado um arco da curva (trago grosso) e um segmento
de reta aproximante (trago fino). O comprimento As; do segmento de reta pode ser calculado usando o
teorema de Pitdgoras, com as diferencas de ordenadas, Ay;, e de abcissas, Az, dos pontos inicial e final
do arco. A figura sugere a forma de obter uma linha quebrada formada pela justaposicao de segmentos
de reta: dividimos o intervalo [a,b] em n partes iguais de medida Az, correspondendo a cada uma um
pedago da curva e o respectivo segmento de reta aproximante. O comprimento do i-ésimo segmento é

As; = /(Ax)? + (Ay;)?. A soma S, dos comprimentos dos n segmentos da linha quebrada é

n n 2
Su= D VAT TGP = 3|1+ (ii) Au.

Fazendo n — oo a taxa de variagdo Ay;/Ax tende para a derivada da fungéo ' no ponto x;. Se o limite
lirf S, existir, entdo pode exprimir-se como um integral definido, bastando que a fungao /1 + (y')?
n—-—+0oo

seja continua no intervalo [a, b], 0 que acontece se y' = f/(z) for continua neste intervalo. Obtemos uma

férmula para o comprimento de uma curva suave (i.e., com derivada em todos os pontos) y = f(z) no
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intervalo [a, b] de valores de x.

L = lim S,

n—oo

n Ay 2
= nl;r{:o; 1+(Asc> Ax

e finalmente
b
L = / V14 (y)%ds (2)

3/2

Exercicio 139. Determinar o comprimento do arco da curva y = z%/#, definido pelos pontos (1,1) e

(2,2V/2).

Resolucao. Aplicando a férmula ([2)), temos

2
L= /1 VIt (v)2de. 3)

Por ser y' = 3y/x/2 temos (y')? = 9x/4 e o integral (3)) fica

? 1 4)3/2
L= / V1 +92/4dr = Z(*g}“é)\f ~ 2.09
1

5.7 Exercicios

Exercicio 140. Considerar a fungao vetorial 7(t) = (2 — t2,2t). Marcar no plano os vetores indicados.

(a) 7(0) (b) 7(=1) (¢) 7(1/2)

Usar o plotter Geogebra3D para confirmar os resultados obtidos.

Resolugao. (c)

7(1/2) = (2 - (1/2)%,2(1/2)) = (7/4,1).
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7/4
0 1
Figura 97:

Exercicio 141. Mostrar que o grafico da curva 7(t) = tsen(t)i+tcos(t)j+t2k se encontra no paraboléide
z = 22 + y%. Determinar a equagdo da reta tangente a curva no ponto (m/2,0,72/4). Usar o plotter

Geogebra3D para confirmar os resultados obtidos.

Resolugao. Para mostrarmos que o paraboldide é a superficie que contém a curva, temos que verificar

que as fungoes coordenadas da curva

(x(t), y(t), 2(t) = (tsen(t), teos(t), t*)

satisfazem a equagao

z:m2+y2.

Substituindo nesta equagao as coordenadas, obtemos

£2 = (tsin(t))? + (tcos(t))?

& 12 = t*(sin?(t) + cos*(t))

o t? =12

como queriamos demonstrar. W

Exercicio 142. A parametrizagdo da trajectéria de um ponto que se move no plano é

x=2—cos(3t), y=3+sen(3t), 0<t<hb.

(a) Mostrar que a trajectéria pertence a uma circunferéncia.

(b) Determinar b de modo que a curva descrita corresponda a 3/7 do perimetro da circunferéncia.

Usar o plotter Geogebra3D para confirmar os resultados obtidos.

Exercicio 143. Determinar as equagoes das retas tangentes as curvas nos pontos indicados. Usar o
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plotter Geogebra3D para confirmar os resultados obtidos.

(a) 7(t) = (1/t)i + tan(t)] + 'k, t = 7/4 (b) 7(t) = (t,8%), t =2

Exercicio 144. Determinar os comprimentos das curvas paramétricas.

(a) = =cos(t), y=sen®(t), 2=2,0<t < 7/2

(b) r=¢e,y=et 2=V2, —-1<t<1

Resolucado. (b)  Na figura |98 estao representadas duas vistas desta curva. Seja L o comprimento do
arco delimitado pelos pontos 7(—1) = (e7!,e,—v/2) = A e (1) = (e,e™,v/2) = B. Quer-se calcular o

integral (mais tarde, mostraremos que esta férmula é equivalente a férmula , na pagina [187)

1
L = /1||F (t)||dt.

Vamos determinar |7 (¢)]|.

1) = (e ", V21)
7t = (e~ V2)
|7 @) = Ve +e 42

Por ser
e +e 42 = (e + eft)2 ,
obtém-se
17 &) = /(e +e7")? = e +e .

Escrevemos a expressao de L.
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b L -
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2

Figura 98: Duas perspetivas da curva C.

Exercicio 145. Nas trés colunas da figura estao representadas as figuras correspondentes a trés

parametrizacoes de hélices circulares. Atribuir a cada coluna de figuras uma das parametrizacoes seguintes.

x(t) = 3cos(3t)

Ci: Qy(t) = 3sen(3t) 0<t<4

Ca: qy(t)

Il
w
V2]
)
S
—~
~~
~
)
A
~
AN
[\

x(t) = 3cos(t)

Cs: Qy(t) = 3sen(t) 0<t<4
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Figura 99:

Exercicio 146. Parametrizar a curva y = /7, 1 < x < 9, no parametro —1 < t < 1, de modo que o
vetor posigdo 7(t) percorra a curva do ponto (z,y) = (1,1) ao ponto (z,y) = (3,9) quando ¢ varia de —1
a 0, e do ponto (z,y) = (1,9) ao ponto (x,y) = (1,1) quando ¢ varia de 0 a 1. Usar o plotter Geogebra3D

para confirmar os resultados obtidos.

Exercicio 147. Representar em coordenadas polares as seguintes curvas e regides (comegar por fazer a

representacao grafica).

(a) y=vV4—-22, 0<2<2 b) y=—V4—a22, 1<z <V2
() 0<y<V2 y<w<V/a—y? d) y==x

Resolugdo. (c)  (ver a regidao R2 do exercicio 109) Em coordenadas polares fica
0<O<m/4, 0<r<2.
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