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Capitulo 5. Calculo Vetorial — Parte 1

e Tépicos sobre Vetores
e Produtos Escalar e Vetorial

e Exercicios

5.1 Toépicos sobre Vetores

Grandezas escalares: exprimem-se por um numero real, possivelmente acompanhado de uma

unidade (por exemplo, 5 kg).

Grandezas vetoriais: além do niimero real, tém também uma direccao e um sentido. Notagao:

i, U, ete.

um sentido

B\

outro sentido

uma direccao outra direccdo

Figura 79:

Vetor definido por dois pontos

B

7 A+T =B

A T=B-A

Figura 80: Origem do vetor: A; extremidade (seta) do vetor: B.

Uma vez fixado um referencial (figura [91)), a origem A do vetor é feita coincidir com a origem do

referencial.
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Representagao cartesiana de um vetor:
— U = (ugy, uy) no plano e ¥ = (ug, Uy, u,) DO espago, representam as coordenadas da extremidade
(ponta da seta) do vetor e dizem-se representacao cartesiana do vetor.

— Os numeros u,, Uy, u, sdo as componentes do vetor segundo cada uma das dire¢oes dos eixos

do referencial.

— A origem do vetor é a origem do referencial: (0,0) no plano; (0,0,0) no espago.

Figura 81:

Médulo de um vetor: é o seu comprimento.

no plano e (andlogo no plano).
il = \fu2 +u2 + 2,

no espaco.

Vector nulo: O = (0,0) no plano e O = (0,0,0) no espago. Este vetor tem mddulo nulo e nao

tem direccao nem sentido definidos.

Vector unitario: é qualquer vetor com comprimento igual a 1. Dado qualquer vetor nao nulo

U = (Ug, Uy, u.), O vetor

é um vetor unitdrio com a mesma direcgdo e sentido de @ (analogamente no plano). Os vetores

unitarios

i= (1,00 j=(010 k= (001),
tém, respectivamente, a direccdo e sentido dos eixos dos z, y e z (analogamente no plano).

Representacao vetorial de um vetor:

@ = (Ug,Uy,uz) = Ugpl + uyj +u.k (analogamente no plano).
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Multiplicagdo de um vetor por um escalar. Adicdo/Subtraccao de vetores :

20

cy
=y
+
<y
<y
cy

L
2 >
/ u Py =
u-v=u+(-v)

Figura 82:
U = (umauyauz); U= (”Uz,”Uy,”UZ)
U+7 = U4+4d = (up + s, uy + 0y, us +v;)
k constante kU = (kug,kuy, ku.)
Exercicio 122. Dados os vetores 4 = (—2,1,3), ¥ = (3,4,1), determinar a representagao cartesiana
do vetor 24 — %{)’.
Resolucgao.
1
20— -0
3
1
= 2(_27 1; 3) - §(37 4) ]-)
= (—4,2,6) — (1,4/3,1/3) = (—4—1,2—4/3,6 —1/3) = (-5,2/3,17/3).
|
Exercicio 123. Dados os vetores @ = —2i —|—j +3ked = 3i+ 4j + f{, determinar a representagao

cartesiana do 24 — %17.
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Resolugao.
R s, e 1 s Y
2u—§v = 2(721+J+3k)*§(31+4_]+k)
2, 0%, Al :, 4 1o
= (—41+2J+6k)—(1+§J+§k)
N 4 ; 1.4
= (—4—1)i+(2—§)j+(6—§)k
» 2, 17-
= —bi+-j+ =k
14—34—3
2 17
= —5 - —
(53)
|

Exercicio 124. Determinar o vetor unitdrio com a direcgao e o sentido de @ = (-2, 1, 3).

Resolugao.
G 0 (—2,1,3) o (-2,1,3) (—2 1 3 )
[l V(=222 +1+32 V14 V14T V147 /14
|

5.2 Produtos Escalar e Vectorial
5.2.1 Produto Escalar

O produto escalar, ou produto interno, de dois vetores @ e ¢, é um escalar indicado da forma « - v.

E definido sobre espagos vetoriais de qualquer dimensao (2D, 3D, etc).

2D
U= (Ug,uy) T = (vg,vy)
w-U = ||u]| ||td]] cos(8) = ugvy + uyvy
3D
U = (UpyUy,uz) T = (Ug, 0y, V)
47 = ||d]| ||0]| cos(0) = upvs + uyvy + usv;
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1] [1]
S} u ©
v v v
-
u-v=>0 0.V <o u-v =20
Figura 83:

O produto escalar de dois vetores pode usar-se para representar a projecgdo escalar (ou componente

escalar) ug do vetor @ na direcgao do vetor ¢ (ﬁgura.

U
uy = U- = = ||illcos(0)
: 17

Diz-se projecgao vetorial (ou componente vetorial) de @ na direcgdo de ¥, o vetor

que tem a direccao e o sentido de ¢ e médulo ug.
a
<o | .
7
Figura 84:

—

Exercicio 125. Dados os vetores ¢ = (—2,1,3), ¢ = (3,4,1), determinar (a) os seus médulos; (b) o

seu produto escalar; (¢) o dngulo formado pelos vetores.

Resolucgao.
(@ i = VP + 3 = VI
7] = V32 4+42+12 = V26
(b) u-¥ = —2x3+1x4+43x1 =1
u-v 1
(c) & = cos™? <_,_,> = cos™! () ~ 1.52rad (= 87°)
[l 7] V14v/26
|
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Exercicio 126. Determinar dois vetores ortogonais ao vetor @ = (—2,3,4).

Resolucao. Para qualquer vetor (z,y, z) ortogonal a , verifica-se

(x,y,z)-ﬁ = ({E,y72)'(—2,3,4) = —2(E+3y—|—42 = 0.

Usando a ultima igualdade escolhemos os valores de duas das variaveis e calculamos a terceira de modo
a verificar a igualdade. Por exemplo, fazendo x = 0, y = 4 obtemos 12+ 4z =0 = z = —3. O vetor

(0,4, —3) é ortogonal a . Verificar que o vetor (1,1, —1/4) é também ortogonal ao vetor . W

—

Exercicio 127. Dados os vetores @ = (—2,1,3), ¥ = (3,4,1), determinar (a) a projecgao escalar de

@ na direcgdo de ; (b) a projecgio vetorial de @ na direcgéo de v.

Resolugao. (a) Seja 6 o angulo formado pelos dois vetores. Temos

-

- U
cos(0) = ———=.
[l 1]
A projecgao escalar de 4 na direcgao de v fica
. L, U-U - v
v = Weleos® = Wil gy = T

(727 1a3) i (3747 1)
3Z+42+1

D

(b) A projeccédo vetorial de @ na direcgao de U é

Uy U

_ 1 (341 0 (341 (3 4 1
T V26 V26 0 260 \267 26" 26)°

sendo ¥ o vetor unitdrio com a direcao e sentido de 7. W
Exercicio 128. Usar o produto escalar para mostrar que a equagao cartesiana de um plano,
Az, By+Cz =D,

se pode obter conhecendo um vetor @ = (A, B, C') perpendicular ao plano e um ponto (zg, Yo, 20) perten-

cente ao plano.
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\_Jz(A,B,C)

(X,Y,2)

(X0, Y0, Zg) P

Figura 85:

Resolugao. Recorde-se que, na equagao cartesiana de um plano

e A, B,C,D sdo constantes, com, pelo menos, uma de entre A, B, C' ndo nula;
e 1.y, 2z sao varidveis;

¢ Um ponto (a, 8,7) pertence ao plano se, substituindo na equagao as varidveis z,y, z por, respeti-

vamente, «, 3, se obtém uma igualdade verdadeira.

Na figura estd representado um plano, P, e dois pontos do plano, (xq,yo, 20) € (z,y, 2), bem como o
segmento de reta que os une. Estd também representado um vetor @ = (A, B, C) perpendicular ao plano.
Note-se que um vetor perpendicular a um plano é perpendicular a qualquer segmento de reta do plano.

Isto significa que o produto escalar do vetor @ pelo vetor (x,y, z) — (zo, Yo, 20) é nulo,
(A,B,C)'(I*ilfo,y*yo,Z*Zo):O. (1)
Efetuando o produto escalar e reordenando os termos da equacao resultante, temos

(Avac)'(x_any_yOaZ_ZO):O
& Az —x0) + B(y — o) + C(z — ) =0

< Ar+ By+Cz=D
sendo D = Axg + Byg + Czp constante. H

Exercicio 129. Determinar a equagao cartesiana do plano que contém o ponto (1, —2, 2) e é perpendicular

ao vetor (1,1,1).
Resolugao. Usando a resolugao anterior, temos

(zo, Y0, 20) = (1,-2,2), (A,B,C)=(1,1,1).
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A equacao cartesiana do plano é

Ar+ By +Cz=D = Axo + Byy + Czg
Sr+yt+z=1-2+2

Sr+yt+z=1

5.2.2 Produto Vectorial

O produto vetorial, ou produto externo, de dois vetores u e ¥, ¢ um vetor indicado da forma u x v.

E definido apenas sobre espagos vetoriais de dimensao 3.

U = (Ug,Uy,uz) T = (Ug,0y,0,)
i § k

UXV = fu, w, u,| = (UyVs — UzVy, UzUy — UgVs, UgUy — UyUsg)
Uy Uy U

-~ ~

= (UyVy — UV )1+ (U Uy — UgV,)] + (UgVy — uyvm)f{ (2)

O produto vetorial serve para representar areas e orientagdes espaciais de paralelogramos em 3D. O

moédulo do vetor @@ X U representa o valor da area do paralelogramo definido pelos vetores 4 e .
Area do paralelogramo = ||@ x 7| = ||| || sin(6)

A direcgao de @ x ¥ é perpendicular ao paralelogramo (figura definido pelos vetores. O sentido de

i X U é dado pela regra da mao direita: enrolando os dedos da méo direita de modo que estes apontem

da seta de  para a seta de ¥, o polegar fica a ‘apontar’ no sentido de u x v.

o Ux¥ ixy 1L 1
7l
h ix¥ 1 ¢
1T x ¥l= Area
Figura 86:

Os moédulos das coordenadas do produto vetorial representam as areas das projecgoes do par-
alelogramo definido pelos vetores 4 e ¥ nos planos coordenados perpendiculares aos vetores unitérios i,

j, k correspondentes. Por exemplo, a area da projecgao do paralelogramo no plano zy é o médulo do
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coeficiente de k do produto vetorial (figura .

Area

Demonstragao das igualdades na figura [97]

Area verde

Area azul

Exemplo 1.

i = (~2,1,3)

_ my - uy Area_ = 2Area.=
2
Figura 87:
1
Uy Vg — i(uyuz + V0 + (uy — vy) (Vs

8
1

UgVy — UyVy

- uw))

1
UyUp — = (UylUy + VzUy + (UyVp — Uyly — VyVy + Vyly)

2

1
Uy Uy — i(uyvm + vyug)

S (uyvy —uzvy) =

5 §|Ux”y — Uy

2Area verde = |ugvy — uyUy|

7= (3,4,1)

d] = V(-2)2+12+32 = V14

UXT =

(i

1] (1]

)

= V3442412 = V26

(I1x1-3x4,3x3—-(-2)x1,(-2)x4—-1x3)

= (—11, 11, —11)

V(=112 4+ (11)2 + (—11)2

V1426

) ~ 1.52rad (= 87°)

Exemplo 2. O produto vetorial dos vetores & = (2,2,1) e ¥ = (—1,2, —1) pode determinar-se, também,

da forma abaixo indicada.
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e Sabendo que

ixi=0 ixj=k ixk=-j
jxj=0 jxi=-k jxk=1i
kxk=0 kxi=j kxj=-i

podemos escrever

(214 2] + k) x (—=i+2j— k)

S
X
<y
Il

= 2 x (-i+2—k)+2)x (-i+2]—k)+kx (-i+2j—k)

(=20 + 4k + 2J) + (2k + 40 — 2i) + (—j — 21 4 0)
= —4i4+j+o0k

= (—4,1,6).

e O célculo é mais expedito se usarmos o determinante simbdlico

i j k& i j k
UxT = lu, uy u| = |2 2 1| =(-2-2-(-2)-14-(-2))
Vp Uy U -1 2 -1
= (—4,1,6) (3)

Na figura estdo representadas as projecc¢oes do paralelogramo definido pelos vetores @ = (2,2,1)
e ¥ = (—1,2 — 1) nos planos coordenados. Os mdédulos das coordenadas do vetor @ x ¥, |—4|, 1, 6,
correspondem as areas das projeccoes dos paralelogramos nos planos coordenados, sendo cada uma destas
projecgdes perpendicular a um vetor unitdrio. Por exemplo, | — 4| é a drea da projeccao do paralelogramo
no plano yz (figura da direita); esta projeccao é perpendicular ao vetor i. O sinal da coordenada é
positivo, ou negativo, conforme a regra da méao direita sobre as projec¢bes dos vetores @, ¢ indicar o

sentido do vetor unitério i, j, k perpendicular ao plano coordenado, ou o sentido oposto.
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z z
Y 2 2
- x
’ \ - (2,1}
’1 \\ _lsz (2,1) Uy;' ~.
L@’ o 2.2 L I
X T Y
B v DrE > 2 JaN 2 .74
r~ )
v - o L Vyz T2,-
Xy Uy T . (2.-1)
0 2 X
-2 -2
Area = 6 Area =1 Area = 4
Figura 88:

5.3 Exercicios

Exercicio 130. Determinar um vector perpendicular e um vector colinear, para cada um dos vectores

indicados.

(@) @i=(-2,1)  (b) @=(m,0) (¢) @=(3,1,-1) (d) @=(2,2,2)

(e) @=3j+4k (f) @=i+2]—3k  (g9) @=ti+2sen(t)j — 1k

Exercicio 131. Determinar as projeccoes vetoriais dos vectores da questao sobre o eixo x.

Exercicio 132. Dado um vetor @ = (A, B, (), qualquer outro vetor da forma k(A, B,C), com k € R,
tem a direcao de 4. Mostrar que a equagao cartesiana do plano nao se altera se usarmos na férmula
da pégina o vetor (34,3B,3C) em vez de (4, B,C) (isto significa quaisquer ponto do plano e vetor

perpendicular ao plano servem para determinar a sua equagdo cartesiana,).

Exercicio 133. Determinar a equacao do plano que contém o ponto A e é perpendicular ao vetor , nos

casos indicados.

(a) A=(-5,0,1), @=(0,0,1) (b) A= (V5,-1/2,1), @=(-5,0,1)

Exercicio 134. Determinar a equacao do plano que contém o ponto A e é paralelo aos vetores i, ¥/, nos

casos indicados (sugestdo: determinar um vetor perpendicular ao plano efetuando o produto @ x @.

(a) A=(=5,0,1), @=(0,0,1), ¥=(-2,3,0)

(b) A= (V5,-1/2,1), @=(-5,01), v=(1/2,-1/2,1)
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