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Capitulo 4. Integrais Multiplos

Integrais Duplos Sobre Regites Nao Rectangulares
Integrais Duplos em Coordenadas Polares

e Coordenadas Polares

e Area de um Rectangulo Polar

Integrais triplos

Integrais Triplos em Coordenadas Cilindricas

e Coordenadas Cilindricas

o Exercicios

4.5 Integrais Duplos Sobre Regioes Nao Rectangulares
Teorema. Se f(x,y) € continua nas regives Ry, Ry (figura[69), entdo

92(95)
/ flz,y)dA = / / f(z,y)dy dx (1)
Rl gl(x)

Integracao pa'rcml

hz(y
/ f(x,y)dA = / / f(x,y)de dy (2)
RQ hl(y)

Integracao parcwl

O integral interior em € calculado supondo x constante, sendo o integral interior em (@ calculado
supondo y constante.

Os limites de integragao dos integrais em e podiam ser escritos nas formas seguintes, para salientar

o seu significado.
z=b ry=g2(x)
J[ fewar= [ [ g dyds
Ry r=a Jy=g1(x)

y=d rz= hz(y)
/ flz,y)dA = / / flz,y)dedy
Ry z=h1(y)

No entanto a informacao adicionada pode ser obtida das férmulas (1)) e .

, Y =g,(x) |
IS
;\_&ngl(x) 2

| X [ X

Figura 62:

Exercicio 93. Calcular o integral

I://;vydA
R
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sendo R a regiao delimitada pelas curvas

) _—
R

—aw

Figura 63: f(x) =+, g(z)=2x/2.

Resolucgao.
e Regido de integragio R (figura .

Os graficos intersetam-se nos pontos de abcissas £ = 0 e x = 4, como se mostra a seguir.

f(@) = g(a) & Va =3

2

o
@x—z

s —4r=0
Sa(r—4)=0

Sr=0vax=4

e Cailculo do integral 1.

4 T

I = // zydy dz
2 Jax/2
—_————

Iy

NG 2
z/2 2
4 2 3 3 4\ 4
1:/ A £_£’:E
> \ 2 8 6 32/l 6

O valor deste integral representa o volume da regido de topo f(z,y) = zy e base R, porque f(x,y) >0
sobre R. W

Exercicio 94. Escrever o integral duplo que representa a area da regiao R do exemplo anterior.

Resolucdo. A érea de um sélido de base no plano zy e topo f(x,y) = 1 é numericamente igual ao
volume do sélido (porqué?).
) 4 Ve
Area = / / dy dx
2 Jz/2
|

Exercicio 95. Calcular o integral

I = //R(Qm—yQ)dA

sendo R a regiao do plano zy delimitada pelas rectas

y=-—x+1 y =3 y = x+1.
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Figura 64:

Resolugao.

e Esclarecer a regiao de integracao.
A regiao de integragao R estd representada na figura [64 As abcissas a e b foram determinadas
como a seguir se indica.

a: —r+1=3=x=-2
b:rz+1=3=>x=2

e (Cdlculo do integral 1.
Como R esta justamente contida na faixa definida por 1 < y < 3, podemos escrever e calcular I da
forma que se segue.

3 y—1
I = / / (22 — y?) dx dy
1 1—y

Iy
y—1 r=y—1
I, = / (22 — y?) dx (ach:cyz) = =23 +2°
1—y r=1—y
I Yo+ oP)d v 2P 08
= [ oty = (‘ﬁs)\l—‘s

A troca da ordem de integracdo é, neste caso, desvantajosa em termos dos calculos a efectuar, porque
envolve dois integrais duplos.

e > 68
I = / / (22 — y*) dy dx + / / (2 —y?)dydr = —— (verificar!)
—2J—z41 0 Jat+1 3

Este integral também se pode escreverEI

2 3
/ / (22 — y?) dy d.
-2 J|z|+1

Exercicio 96. Calcular o volume do sélido delimitado superiormente pelo plano z = 4 —x —y e
inferiormente pela regidao R = [0, 1] x [0, 2] do plano zy.

1Por sugestdo dos alunos de Eng. Mecénica.
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Figura 65:

Resolugao. O sdlido estd representado na figura A regido de integragdo R (base do sélido) é o
rectangulo contido no plano zy, definido por 0 < z <1, 0 < y < 2. Designando por V o volume do
sélido, temos

V = //R(Zl—x—y)dA = /01/02(4—:3—y)dydx
%I;_/

2 y2 y=2
I :/(4—x—y)dy: 4y—xy—? ‘ =6—-22
0

Exercicio 97. Calcular o integral

I = // eV dA
R

sendo R a reunido das regides R; e Ry indicadas na figura

S
=yt
. 1
. R1
Figura 66:

Resolugao.

e O integral pode ser indicado na forma

I://ey4dA:// ey4dA+// eV dA.
R Ry Ro

Maério Abrantes http://ww.ipbw.pt/~mar/




Notas das Aulas — Célculo II, Capitulo 4 156

N . . N ~ . 4
e Atendendo & simetria da figura e a funcdo integranda e¥ , podemos escrever

I = //ey“dA — 2// eV dA.
R Ry

O célculo de I é como a seguir se indica.

0 /0
I:2// ey4dA:2/ /ey4da:dy
Ry —1Jy3
—_———

Iy

0 =0
I, = / eV dr = (:vey4) = fy?’eyél
Yy

z=y

A troca da ordem de integracao é, neste caso, desfavoravel. A regiao de integracao R; ¢é definida pelas
duplas desigualdades —1 <z < 0, —1 <y < ¥/z. O integral sobre esta regiao escreve-se (trocando a
ordem de integragao usada acima)

4 0 \3/5 4
I = // eV dA = / / eV dydx.
Ry -1J-1

A dificuldade reside no facto de o integral
Ve,
/ e¥ dy
-1

nao ser resoluvel por fungoes elementares. Isto significa que ndo conseguimos obter uma solugao exata
para ele. O melhor que se pode fazer é usar métodos numéricos para obter uma expressao aproximada.
|

Exercicio 98. Calcular a massa de uma léminaﬂ triangular, de vértices (0,0), (0,1), (1,0), e densidade
de massa 0(z,y) = vy kg/m?.

y [m] y
N
(0’1) y——x+1 Ay { A
R
x [m] 0.0 X
0,0) (1,0) 00 Ax
Figura 67: Figura 68:

Resolucgao.
¢ A lamina estd representada na figura [67]

e Uma expressao para a massa da lamina pode ser determinada da seguinte forma. Considera-se a
lamina subdividida em pequenos rectangulos de dimensées Az, Ay (ﬁgura. Os rectangulos sao
suficientemente pequenos para que a funcdo d(x,y) seja aproximadamente constante em cada um
deles. A massa de cada rectdngulo é m;; ~ 6(z;,y;)AzAy, sendo (z;,y;) um ponto qualquer do

20 termo ‘lamina’ é geralmente usado para referir um sélido cuja espessura é muito pequena quando comparada com as
outras duas dimensoes.

Maério Abrantes http://ww.ipbw.pt/~mar/




157 Notas das Aulas — Célculo II, 4.6 Integrais Duplos em Coordenada Polares

rectangulo. Somando as massas de todos os rectangulos, obtém-se uma aproximacao para a massa
M da lamina (considerando 6(z,y) = 0 nos rectangulos que estao fora da regido R).

M =~ iié(mi7xj)AmAy.
i=1j=1

Como a funcao densidade de massa é continua, o valor exacto da massa é dado pelo integral duplo

1 —z+1
M = // O(z,y)dA = // zy dy dx.
R 0o Jo
I

—x+1 2 - 3
x y=—z+1 x

11:/ zydy = (g)‘ = — -2+
0 y=0 2

1 3 4 3 2 1 1
X X X X x
M = T2t g = (B8 —‘:—k
/0<2 x+2)m (8 3+4)0 24

|8

4.6 Integrais Duplos em Coordenada Polares

A representagdo de um arco de circunferéncia, de uma regiao circular, ou de um sector circular (todos
estes elementos em 2D), é simplificada se forem usadas coordenadas polares para decrever estas curvas e
regioes.

Coordenada Polares

Coordenadas Cartesianas Coordenadas Polares

(r.6)

/

polo

Figura 69: Coordenadas polares.

Conversao coordenadas polares — coordenadas cartesianas.

x = rcos(f)

y = rsin(9)

Conversao coordenadas cartesianas — coordenadas polares.

r = /$2+y2

Q) [£7], supondo —7 <6 < .
x

0 = tanfl(

Na expressao do angulo , a soma ou subtraccao de m é necessdria apenas para pontos nos 2°2 ou 3°
qua-drantes, dado que a fungao tan™!(z) devolve valores no intervalo (—m/2,7/2).
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Exercicio 99. Determinar as coordenadas rectangulares (= cartesianas) do ponto (r,6) = (2,7/3).
x = rcos(f) = 2cos(w/3) =1
y = rsin(0) = 2sin(r/3) = V3

(ZE, y) = (17 \/‘;’)

Exercicio 100. Determinar as coordenadas polares do ponto (z,y) = (—1,2).
r = 1/ 1’2 + Yy = \/5

2
0 = tan~" <1> + 7 = 2rad

(r,0) = (V5,2)

O uso de coordenadas polares simplifica a representacao matematica de circunferéncias e arcos de circun-
feréncia. Por exemplo, a circunferéncia de centro na origem e raio 2 representa-se por z2 + 32 = 4 em
coordenadas cartesianas e pela expressao, mais simples, 7 = 2 em coordenadas polares.

4.6.1 Area de um Rectangulo Polar

Quando usamos coordenadas cartesianas, as curvas coordenadas (curvas com z ou y constantes) sdo
retas dos tipos y = b e = a, que dividem o plano em regides retangulares (& esquerda na figura [70)).

rectangulo polar

Y rectdngulo cartesiano

H

< <
U]
N W

x=1 x=2

Figura 70: Curvas coordenadas

No caso das coordenadas polares, as curvas coordenadas sao curvas com r ou  constantes, dos tipos
r =be f = a, que dividem o plano em regides retangulares polares (a direita na figura|70). Necessitamos
conhecer a expressao matematica da area do retangulo polar, para podermos escrever integrais duplos

usando coordenadas polares.
. rectangulo polar

Figura 71: Rectangulo polar.

Seja A a drea do rectangulo polar na ﬁgura Subtraimos a drea do sector circular de raio r — Ar/2 a
area do sector de raio r + Ar/2, ambos com angulo Af. A drea de um sector circular de angulo 6 e raio
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R éigual a (OR?)/2. A 4rea A do retangulo polar da figura é dada por

Ag Ar\? A9 Ar)®
= — _— _— _ = 1 |
A 5 (T—|— 5 ) 5 (r 5 ) r Ar Af (verificar!)

4.6.2 Integral duplo: coordenadas cartesianas <+ coordenadas polares

O calculo de um integral duplo sobre uma regiao circular, ou sobre um sector circular, é geralmente
simplificado se forem usadas coordenadas polares para decrever a regiao.

/ S o= [ Hrcon) rsino) a (3)

dA,y pode ser dx dy ou dydz. J&4 dA,y pode ser rdrdf ou rdf dr.

Exercicio 101. Determinar o volume do sélido delimitado pelo cilindro z2 + 32 = 4 e pelos planos z = 0
ey+z=4.

Figura 72:

Resolugao. A figura[72| representa o sélido e a regido de integragao R. O cdlculo do volume V' é como

a seguir se indica.
Vi—z2
://(4734 / / (4—vy)dydx
R 4— :1:2

2
= / 8v/4 — z2dx (verificar!)

Para calcular este tltimo integral é necessério fazer uma mudanga de varidvel (por exemplo, z = 2sin(t)).
E mais facil calcular o integral usando coordenadas polares para descrever a regiao de integragao.

Va—zZ
/ / (4—vy)dydx
4— z2
2w 2
:/ /(4frsin(9))rdr de
o Jo
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I = /0 "4 rsin(@)rdr /0 (4 — 2sin(0)) dr

3
= (27°2 - gszn(H))
2m

V= /O% (8_ isin(ﬁ)) o = <80+ 2005(9)) i
-

Exercicio 102. Indicar o integral usando coordenadas polares (ﬁgura.

1 pV1—2z2
I = / / (2® + y?) dy dz
0o Jo

r=2 8
e T 8 — gsm(H)

= 16m.

Resolucao.
1 /2
I = / / 3 df dr

o Jo

|
A
Y=V 1-x? 0 <0=<TI/2
R
0=r=1
Figura 73:

Exercicio 103. Indicar o integral usando coordenadas polares (ﬁgura.

4 pyV/25—22
I = / / dy dx
o J3

Resolugao.
w/2 5
1 :/ / rdrdf.
tan—1(3/4) J3/sin(0)
|
)
5 Y=V 25-x*
_ R —
3
0 4 -
Figura 74:
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4.7 Integrais Triplos

Integral triplo em coordenadas cartesianas

I = ///Gf(x,y,z)dv

G é uma regido 3D. dV pode ser uma das seis permutacoes possiveis dos diferenciais dz, dy, dz (por
exemplo, dx dy dz).

Exercicio 104. Calcular o integral

I = /// 1229223 dV,
G

sindo a regiao de integracao G o paralelepipedo definido pelas duplas desigualdades

—1<x<2 0<y<3 0<2z<2.

2 2 3
I = / / / 122223 dy dxdz
0o J-1Jo

—_—

Iy: x,zconstantes

Resolugao.

3 y=3
I = / 122223 dy = (4xy®2°) = 108zz°
0 y=0

2 2

I = // 108z2% dz dz
0o J-1
—_——

Iz: zconstante

2 r=2
I, = / 108223 dz = 541223 = 1622°

Exercicio 105. Escrever o integral

[ /ﬁ Fovp,2) dodyds

I = ///Gf(x,y,z)dydzdx (4)

na forma

Figura 75: Regiao de integragdo 3D (a direita).
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Resolugao.

e Na imagem da esquerda na figura estd representada a regiao no plano yz referente aos dois
integrais exteriores f05 f02 - dydz de I. Na imagem da direita esta a regiao 3D de integracao.

e No integral triplo a base da regiao de integracao é considerada no plano zz. Por observagao da
figura |75 (& direita), verificamos que os extremos dos dois integrais exteriores devem ser,

2 5
I://~~dzdx.
o Jo

e Os extremos do integral interior (em ordem a y) sao fungoes do tipo y = h(z,z). Observando a
figura verificamos que para cada ponto (z,z) da base da regido de integracado, y varia de y =0
ay=1+4—z2. O integral na forma fica

2 5 pV4—22
I = / // f(z,y,2)dydzdx
o Jo Jo

4.8 Integrais Triplos em Coordenada Cilindricas

4.8.1 Coordenadas Cilindricas

coordenadas cartesianas coordenadas cilindricas

(r,8,z)

Figura 76:

Conversao coordenadas cilindricas — coordenadas cartesianas.

x = rcos(0)
y = rsin(0)
z =z

Conversao coordenadas cartesianas — coordenadas cilindricas.

r = a2 +y?

0 = tan™! (%) [£7]
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Exercicio 106. Determinar as coordenadas cartesianas do ponto (r,0, z) = (2,7/3,4).

Resolugao.
x = reos(d) = 2cos(n/3) = 1
y = rsin() = 2sin(r/3) = V3
2 =4
(,,2) = (1,V/3,4)

u

A representacio matemdtica de curvas pertencentes a cilindros circulares, ou de regioves 3D cuja secgao
é circular ou um setor circular, é geralmente simplificada se forem usadas coordenadas cilindricas para
des-crever as curvas ou as regides em questdao. Como exemplo, a equacao em coordenadas cilindricas do
cilindro circular 22 +y2 =4 é r = 2.

4.8.2 Integral triplo: coordenadas cartesianas <> coordenadas cilindricas

///sz f(@,y,2) dViy. = ///Rrez f(rcos(0),rsin(0), z) dVyg. (5)

O diferencial dVyy, pode ser uma das seis permutacoes de dz, dy, dz. J4 o diferencial dV 4, é o produto
de r por uma das seis permutagoes de dr, df, dz.

O calculo de um integral triplo sobre uma regiao 3D cuja sec¢ao é um circulo ou um sector circular, é
geralmente simplificado se forem usadas coordenadas polares para descrever a regiao de integragao.

Exercicio 107. Escrever os limites de integragao do integral

o

sendo a regido de integracdo G delimitada pelo cilindro y? + 22 = 1 e pelo plano y = z, com = > 0 e
z>0.

Figura 77:

Resolugao.

e Na ﬁgura estao representadas a regido de integragdo (3D) e a sua base R no plano zy. Usamos
os extremos de integracao dos dois integrais exteriores, para descrever a base triangular da regiao

de integragao.
1 g1
I://-~-dydx.
0 T
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e Para cada ponto (z,y) da base, z varia de z = 0 (‘chdo’) a z = /1 — y? (‘tecto’).

1 1 pa/1-y?
I = / / / zdzdydx.
0 z JO

Exercicio 108. Usar coordenadas cilindricas para calcular o integral

1 V1—zx2 1+y
I = / / / dz dy dx.
o Jo 0

Resolugao.

e A regiao de integracao esta representada na figura

e Calculo do integral I.
Descrevemos a base do sélido, que é um quarto de circulo, usando coordenadas polares.

1 VIS2? ity
I = / / / dz dy dx
o Jo 0

1 pm/2 pl+rcos(0)
/ / / rdzdfdr
o Jo 0

1 /2
/ / (r+1r3cos(0)) dodr
o Jo

! 6=n/2

— / (r + r*sin(0)) g;g/ dr

0

/01 (gr—i—rQ) dr

Il
7N
NE
3

[\v]
+
wl| 3
N~
o

z=1+y

Y

¥=Vi-x?

Figura 78:
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4.9 Exercicios

Figura 79:

Exercicio 109. Na figura [79] identificar as regides seguintes.

22 +y? <4
(a) ¢a?+y>>04 (b) 22 +9y*> <3, <0, y>(-3/2)z
ysw
2?4+ y? <4
24942>04
(€) y=Va, y=a? 0<y<1 (@ {7 V=
y<z
y<0
() y=z, y=2°, =0, =1 (f)y=vd—2a2% y=0, y==z

Exercicio 110. Para cada uma das regioes na figura [79] escrever e calcular o integral

// 2zy dA,
R

usando coordenadas retangulares ou polares, conforme adequado.

Exercicio 111. Escrever cada um dos integrais obtidos no exercicio [I10] com a ordem de integragao
invertida.

Exercicio 112. Calcular os integrais.

1 g2 In(3) rln(2)
(a) / / (x + 3)dxdy (b) / / e Vdxdy
o Jo 0 0

(c) //Rély:c?’dxdy (d) //R(msen(y)—ysen(m))dxdy

R={(z,y): —1<z<1,-2<y<2} R={(z,y):0<z<7/2,0<y<7/3}
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Exercicio 113. Calcular os integrais usando as duas ordens de integracao possiveis.

1 o 2y’ ,
/ / zy?dydx (b) / / eV dudy
0 Ja2 1 Jo
// r2dA (d) // 3x — 2ydA
R R

R: y=16/x, y=x, v =8 R : delimitada pela circ. 2% +3? =

Exercicio 114. Calcular os integrais.

w/2 psen(0) m  pl4cos(0)
/ / cos(8)rdrdf (b) / / rdrdf
0 0 0 0

Exercicio 115. Escrever os integrais usando coordenadas polares.

1 V1—z2 s o
/ / (v* + 2*)dydz (b) / / e~ @) dyda
0 Jo Vi—z2

Exercicio 116. Acrescentar os diferenciais.

4—y 1 25—22
/ / L ) / / 2
0 v V1492 + 22 o Jo

Exercicio 117. (i) Resolver o integral I = f; ff’ @ dedy, sendo R a regido delimitada pelas
rectas y = 2z, y = 0 e x = 4. (ii) Escrever em coordenadas cartesianas o integral I = fo fﬂ/4 2dédr.

Exercicio 118. Calcular os integrais. Esbogar as regioes de integracao.

1 2 pl 2 Y oz
/ / / (2% + 92 + 2%)dxdydz (b) / / / yzdrdzdy
—1Jo Jo 0o J-1J-1

Exercicio 119. Acrescentar os diferenciais.

3 rx?  rln(z) 2 2 /3y y
/ / / xeldy?? (b) / / / ———dz??
1 Jz Jo 1 Jz Jo ety

Exercicio 120. Calcular os volumes dos sélidos.

(a) Sélido no 19 octante, delimitado pelos planos coordenados e pelo plano 3z + 6y + 4z = 12.

6lido delimitado pelo cilindro eliptico z* 4 9y“ =9 e pelos planos z =0, z =x + 3.
b) Solido delimitad lo cilindro elipti Zroyt=9 1 1 0 3

Exercicio 121. Calcular usando coordenadas cilindricas.

9—z? —y 9 a?—z? z?
/ / / r2dzdzdy (b) / / / xdzdydz, a > 0.
o Jo 0
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