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Capitulo 4. Integrais Multiplos

e Motivagao do Integral Simples: O Problema da Area
e Motivagao do Integral Duplo: O Problema do Volume

e Integrais Duplos Sobre Regices Rectangulares

4.1 Motivagao do Integral Simples: O Problema da Area

Problema da Area: determinar a drea da regiao do plano delimitada pelo grafico da fungéo f(z), pelo

eixo das abcissas e pelas rectas ¢ = a e x = b (figura [54)).

I

la=xo0 x1 X2 X3 Xn-2 Xn-1 b=xn
Figura 54: Problema da area.

Resolucao
¢ Dividir o intervalo [a, b] em n subintervalos de medida Az = (b — a)/n;
e Designar por fpAx a drea do retangulo de altura f(zy) e drea da base Ax (ﬁgura.

e Considerar como aproximagao da area da regiao o somatério das areas dos retangulos obtidos;

A

Q

DAz + f(x)Az + - + flan)Aa

flx
A~ > flar)Ax.
k=1

Q

e Fazendo o nimero de subdivisoes tender para infinito de modo que Az — 0, se existir o limite
n
lim E flzp) Az
n—oo
k=1
ele representa o valor exato da area e escreve-se

b
Area = / f(x)dx (1)
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O integral diz-se integral simples de f(z,y) sobre o intervalo [a, b].
No caso geral, se f(z) tomar valores positivos e negativos no intervalo [a, b], entéo

b
/ f(z)dx = Area da regido acima do eixo dos x — Area da regido abaixo do eixo dos x.
a

4.2 Motivagao do Integral Duplo: O Problema do Volume

Problema do Volume: determinar o volume do sélido delimitado pelo topo z = f(x,y), pela projegao

R do topo no plano zy, e pelos planos © = a, x = b, y = ¢, y = d (figura [55)).

Figura 55: Figura 56: Regiao R: malha de rectangulos.
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Figura 58:

Figura 57: Volume do paralelepipedo.

Resolucgao

e Dividir a regiao R numa malha de m x n rectangulos de medidas Az, Ay e escolher um ponto
(xi,y;j) em cada rectangulo (figura . O intervalo a < z < b é dividido em m partes; o intervalo

c <y <d é dividido em n partes
e Designar por v;; o volume do paralelepipedo de altura f(z;,y;) e drea da base Az x Ay (ﬁgura.

e Considerar como aproximagao do volume do sélido, o somatério dos volumes dos paralelepipedos
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obtidos (figura[58).
Vi x flan,y)AzAy + f(21,y2) Azldy + -+ + f(21, yn) AzAy+
+ f(z2,y1)AzAy + f(z2,y2) AzAy + - + f(22, yn) AzAy+
4t

+ f(@m, y1) Az Ay + f(Tm, y2) ATAY + -+ + f(@m, yn) AzAy

V = ZZf(:vi,:vj)AmAy.

i=1j=1

e Fazendo o nimero de retangulos da malha tender para infinito, de modo que Az — 0, Ay — 0, o

duplo limite

V = mylrilrngZf(xi,xj)Ao:Ay,

i=1 j=1

se existir, representa o valor exato do volume e escreve-se

V- / /R Fla,y) dA, (2)

sendo dA = dx dy, ou dA = dy dzx, o diferencial de area. O integral diz-se integral duplo de

f(x,y) sobre a regido R.

No caso geral, se f(x,y) tomar valores positivos e negativos na regiao de integracao R, entao

/ / F(x,y)dA = Volume do sélido acima do plano xy — Volume do sélido abaixo do plano xy.
R

Esta estratégia de calculo aplica-se também a regides de integragao nao rectangulares.

4.3 Integrais Duplos Sobre Regioes Rectangulares

Teorema. Seja R uma regido rectangular definida pelas desigualdades
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Se f(x,y) é continua neste rectingulo, entao as duas expressoes sequintes podem ser usadas para calcular

o integral duplo de f(x,y) sobre R:

J[ swan = [ [ s ]y Q
R

Integrac¢ao parcial

ou

J[ swan = [ [ s a]a (4)
L

Integrag¢do parcial

O integral interior em (@ € calculado supondo y constante, sendo o integral interior em calculado

supondo x constante.
Observagao: em integra-se primeiro em ordem a x e depois em ordem a y; em integra-se primeiro

em ordem a y e depois em ordem a x. Esta forma simbdlica simples de trocar a ordem de integragao sé

é valida quando os extremos de integragao a, b, ¢, d sao constantes.

Exercicio 88. Calcular o integral

3 2
/ / (14 8zy) dy dx.
0o J1

Notar que o integral podia indicar-se (gastando mais tinta)

r=3 y=2
/ / (1 + 8zxy) dy dz.
=0 y=1

Resolugao. A regiao de integracao R estd representada na figura

3 2
I = //(1+8xy)dydx
0o J1
—_—
I

2 y=2
I = / (14 8zy)dy = (y+4xy2)’ = (24 16z) — (1 +4x) = 120 +1
1

y=1

3 3
I = / (122 + 1) dz = (6x2+x)‘0 — 57
0
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Figura 59:

Exercicio 89. Verificar que se obtém o mesmo resultado trocando a ordem de integracao,

2 3
/ / (14 8zy) dx dy = 57.
1 Jo

Exercicio 90. Calcular o integral

sobre a regiao rectangular

R ={(z,y): —3<x<2,0<y<1}

Resolugao. A regiao de integracao esta representada na figura

1,2
I://yzxdmdy
o J-3

I

Figura 60:
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4.4 Exercicios

Exercicio 91. Calcular os integrais. Indicar quais correspondem a volumes de sélidos (o topo do sélido
nao tem partes abaixo do plano xy). Indicar o valor da funcdo integranda num ponto da regido de

integracao a escolha.

(a) /01/02 (x + 3)dxdy (b) /Oln(3) /OIH(Z) e“dxdy
(¢) //R4ya:3dxdy (d) //R(xsen(y)—ysen(x))dxdy

R={(z,y): —1<z<1,-2<y<2} R={(z,y):0<z<7/2,0<y<m7/3}

Exercicio 92. Escrever o integral

/ /R f(w,y)dA

com os extremos e integracdo e os diferenciais adequados, para cada regiao de integracao na figura

(&)]

Figura 61:
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