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Capitulo 3. Transformadas da Laplace — Parte 3

e Resolucao de PVIs usando TL
e Impulso Delta de Dirac

e Exercicios

3.4 Resolugao de PVIs pelo Método das Transformadas de Laplace

Exercicio 82. Resolver o pvi de 22 ordem

O pvi representa a equacdo do movimento z(t) de uma massa de um sistema massa-mola ndo amortecido
(figura , sobre a qual actua uma forga constante F' = 1 N no intervalo 0 < ¢ < 7, com a direcgao e

sentido do eixo z (figura [48)).
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Figura 47: Sistema massa-mola nao amortecido. .
Figura 48: u(t) — u(t — )
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Resolugao.

e Aplicar o operador £ & ED e resolver a equagio resultante em ordem a X (s).

LE+z) = Lult) —ult— 1))

& LE) + L) = Lult) — Lult— )

& $2X(s) — s2(0) — #(0) + X(s) = - — < -
9 6771'5
< X(s)(s°+1) = - — .
1 s 1
< X(s) s(s24+1) s(s24+1)
e Determinar a solugao x(t) do pvi.
Por ser
1 1 s
—_— = - ificar!
ST 1) Pl (verificar!)
e
(1
< -] =1 (F1)
s
1 S
— ) = F.14, k=1
% (82 n 1) cos(t) ( ,k=1)
obtemos

8
—
~
=
I

eey) o ()

o(t) = & (i = Sgil> =2 (em (i - 5211>)

xz(t) = (1 —cos(t)) — u(t —m)(1 — cos(t — m)).
Usando a relagéo cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b), temos

1—cos(t —m) =1 — cos(t)cos(m) — sin(t)sin(w) = 1 + cos(t).
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A expressao de z(t) fica

xz(t) = 1—cos(t) —u(t — ) (1 + cos(t))

1—cos(t), 0<t<m

—2cos(t), t>m

A resposta z(t) do sistema estd representada no grafico da figura

x(t)
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1N NS

Figura 49:

Como resolveriamos este problema sem usar Transformadas de Laplace?

Resolvemos o problema em duas etapas no dominio do tempo, ¢.

1. Comegamos por obter a solugdo do pvi no intervalo 0 < t < 7. Usamos a varidvel y(t) para

representar x(t) neste intervalo.

g+y =1
y(0) =0 (2)
y(0) =0

A solucao é

y(t) =1—cos(t), 0<t<m.

2. A partir do instante t = 7 o sistema massa-mola fica livre (a forga externa aplicada é nula), com as
condicoes iniciais ditadas pela posicao e velocidade da massa que resultam da solugao do pvi ,
no instante t = 7,

y(m) =1 —cos(m) =2, y'(m) = sin(m) = 0.
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Por isso, a partir do instante ¢ = 7, a posicao da massa é a solucao do pvi de 2% ordem

g+y =0
y(0) = 2 (3)
y(0) =0

transladada no tempo 7 unidades no sentido positivo. A solucdao do pvi é y(t) = 2cos(t), que

transladada de 7 unidades fica

y(t) = 2cos(t — ), t>=

S y(t) = —2cos(t), t>=

por ser cos(t — ) = cos(t)cos(w) + sin(t)sin(m) = —cos(t).

Agrupando agora as solugoes dos PVIs e , obtemos a solucao pvi

1—cos(t), 0<t<m
z(t) =

—2cos(t), t>m

que ja haviamos determinado usando transformadas de Lapalace. Note-se a economia de calculos obtida

usando as transformadas.

O Impulso de Dirac

Suponhamos que uma forga constante com médulo F' = 1 N, atua sobre uma massa m durante o intervalo
de tempo At = 1 s. Qual a variacao de velocidade da massa devida & accao da forca? Pela 22 lei de
Newton, F' = ma, sabemos que se a forga é constante, entao a aceleragao a também é constante. Por ser

a = dv/dt, sendo v a velocidade, temos, considerando At = t; — tg

a:d—v = adt =dv
dt

t1 ’L)(tl)
= / adt:/ dv
to v(to)

= alAt = Av
L ogBv
a = At.
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Decorre daqui que

F = ma = m—
& FAt = mAv

< FAt = m(v(t1) — v(tg))

O produto FAt designa-se por impulso da forga F' no intervalo de tempo At. D&-nos a variacao da
quantidade de movimento do corpo m(v(t1) — v(to)) no intervalo At. A variagdo da velocidade do
corpo no intervalo At é dada por

U(tl) — ’U(to) = %At

Conhecendo F, At, m, v(ty) podemos calcular v(t1). Na figura [50| estao representados trés graficos da
forga em funcdo do tempo, todos eles com o mesmo valor do impulso, F' x At =1 N - s (a mesma drea

para os trés retangulos).

1 t 1/2 t 1/h t

Figura 50:

Podemos colocar a seguinte questao: como representar matematicamente uma forca instantanea que
fornece ao corpo um impulso de 1 N - s? Se aumentarmos a altura do rectangulo a direita na figura,
atribuindo a h valores sucessivamente maiores, a largura diminui mas a area mantém-se igual a 1 para
qualquer valor positivo de h. Neste processo, se a altura do retdngulo tender para co, a largura tende

para zero. Isto sugere uma ”funcao” estranha definida da forma

o0, t=0
o(t) = (4)
0,t#0

e satisfazendo a condigao
/ d(t)dt = 1 (drea=1). (5)

A 7funcao” que satisfaz estas condicoes designa-se por delta de Dirac ou impulso de Diracﬂ Algumas

representacgoes de impulsos de Dirac estao na figura

1Paul A. M. Dirac, 1902 — 1984, GB.
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8(t) a(t+2)
t=1
R
t=0 t t=-2 0 t 0 t
-5(t-1)
Figura 51:

E imediato perceber que §(t) ndo é uma funcido no sentido que atribuimos a este termo em Célculo, dado
que uma fungao nao toma o "valor” co em nenhum ponto do seu dominio. Por outro lado, a igualdade
(b)) é apenas uma forma simbdlica de indicar que uma forga §(t) corresponde a um impulso de 1 N.s, uma
vez que um integral de Riemann s6 pode ser calculado se a fun¢ao for limitada no dominio de integracao,
o0 que nao acontece com a funcao §(¢). No entanto, por comodidade, passamos a designar 6(¢) por funcao,

sem aspas.

Uma definigao rigorosa da funcdo () é tratada no ramo da matemadtica designado por Teoria das Dis-
tribuicoes. E também possivel tornar rigorosa a igualdade (i usando um tipo de integral mais geral que
o integral de Riemann, designado por integral de Riemann-Stieltjes. Usando este integral mais geral, é
possivel determinar a transformada de Laplace de 6(t), sendo que as transformadas das fungbes comuns
se mantém, quer se use o comum integral de Riemann ou o mais sofisticado integral de Riemann-Stieltjes.
A resolucdo de pvis em que o segundo membro das EDs inclua impulsos de Dirac, segue como vimos

anteriormente.

Exercicio 83. Resolver o pvi de 22 ordem.

O pvi representa a equagido do movimento z(¢) de uma massa de um sistema massa-mola nao amorte-
cido, sobre a qual actua uma forga durante um intervalo de tempo tao pequeno que pode considerar-se

instantanea no instante t = 1 s. A forga fornece & massa um impulso igual a 1 N - s.

Resolugao.
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e Aplicar o operador £ & ED e resolver a equagao resultante em ordem a X (s).

L(E+x) = LO(E—1))

& L(E) + L) = LO(E—1))

& 52X (s) — s2(0) —2(0) + X(s) = e* (F.6, tog=1)
= X(s) = szej:l = 6788211 = e °F(s)

e Determinar a solugao z(t) do pvi.

Por ser
z(t) = L7 e F(s)) =ut—1)f(t—1) (F. 4, a=1)
F(t) = L7V (F(s)) = 2! (8211> — sin(t) (F.13, k=1)
obtemos

0,t<1
x(t) = u(t—1)sen(t —1) =

sin(t—1), t>1

A resposta x(t) do sistema estd representada na figura

SN

Figura 52:
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Como resolveriamos este problema sem usar Transformadas de Laplace?

Podemos resolvé-lo supondo que o segundo membro da ED é uma fun¢ao da forma (figura

f(t) =hlu(t—1)+u(t —1-1/h)],

fazendo depois h — 0o na solugao final obtida.

f(t)
h v

1+1/h

ol - -

0|
Figura 53: f(t) = h(u(t — 1) +u(t —1—1/h)

1. Comegamos por resolver o pvi de 22 ordem, no intervalo 0 < ¢ < 1. Usamos a varidvel y(t) para

representar x(t) neste intervalo.

g+y =0
y(0) = 0 (7)
y(0) =0

Este problema tem solugao nula,

2. No intervalo 1 <t < 14 1/h, o sistema fica sujeito a forga externa f(¢) = h. Resolvemos o pvi de

22 ordem, neste intervalo.

j+y = h
y(0) = 0 (®)
4y(0) = 0

Este problema tem solugao y(t) = h(1 — cos(t)). Mas como o intervalo de tempo que estamos a

tratar comega em ¢t = 1, a solugao tem a forma

y(t) =h(l—cos(t—1)), 1<t<1l+1/h.

3. No intervalo t > 1+ 1/h, o sistema fica sujeito a forga externa f(¢) = 0, com as condigdes iniciais

ditadas pela posigao e velocidade da massa no instante ¢t = 1 4+ 1/h, que se calculam usando a
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solucao obtida no item anterior.
y(1+1/h) = h(cos((1 + 1/h) — 1)) = h(cos(1/h))
Y (t) = (h(1 = cos(t — 1))) = hsin(t — 1) = 3/ (1 4+ 1/h) = hsin(1/h)
A partir do instante ¢ = 1 + 1/h, a posi¢ao da massa é dada pela solugédo do pvi de 22 ordem

j+y =0
y(0) = h(cos(1/h) 9)

9(0) = hsin(1/h)

que é

y(t) = hcos(1/h)cos(t) + hsin(1/h)sin(t).

Mas como o intervalo de tempo que estamos a tratar neste pvi comega em ¢t = 1+ 1 / h, a solugao

tem a forma
y(t) = heos(1/h)cos(t —1 — 1/h) + hsin(1/h)sin(t — 1 —1/h), t>1+1/h.
Agrupando agora as solugoes dos pvis @, , @D, temos

0,0<t<1
y) = h(l —cos(t—1)), 1<t <1+1/h (10)

hcos(1/h)cos(t — 1 —1/h) + hsin(1/h)sin(t —1—1/h), t > 1+ 1/h

Calculamos agora a solugao do pvi inicial

z(t) = lim y(t).

h—o00

O limite afeta apenas as duas ultimas expressoes em . A segunda expressao
h(1 — cos(t — 1)),

pode ser escrita

h(l —cos(1+1/h —1)) = h(1 —cos(1/h)),
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obtendo-se o limite

lim h(1 — cos(1/h)

h—o0

— lim 1 —cos(1/h)
h—00 ]./h
L —(1/h?)sin(1/h) -
= hl;n;o =YX , pela regra de I’'Hopital

= lim sin(1/h) = sin(0) =0
h—o0

Calculamos agora o limite da terceira expressao de (|10)

hlLH;O [hcos(1/h)cos(t —1 —1/h) + hsin(1/h)sin(t —1 —1/h)].
Notando que
) .. cos(1/h) . (=1/h®)sin(1/h) . B
hth;O (hcos(1/h)) = hl;ngo - hlirlgo =ye =sin(0) =0

hli—>H;o (cos(t—1—1/h)) = cos(t — 1)
. . .. sin(1/h)
hl;rréo (hsin(1/h)) = hl;rrgo —in 1

(sin(t —1—1/h)) = sin(t — 1)

lim
h— o0
temos

[hcos(1/h)cos(t — 1 — 1/h) + hsin(1/h)sin(t — 1 — 1/h)] = sin(t — 1).

lim
h— o0

Em resumo, a solugao do pvi é

0,t<1
x(t) = (11)

sin(t —1), t>1

que ja haviamos calculado usando transformadas de Laplace. Note-se a economia de calculos propor-

cionada pelo uso de transformadas de Laplace.
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3.4.1 Exercicios

Exercicio 84. Considerar o PVI

no qual a funcdo incénita representa a posigao (em metros), em fungdo do tempo (em segundos), de uma

massa num sistema massa-mola-amortecedor.
1. O que significa resolver o pvi?

2. A unidade de f(t) é o Newton. Quais as unidades das constantes 4 e 137 Quais as unidades de z”,

' e x?

3. Resolver o pvi para a seguinte forga externa

1,0<t<?2
f(t) =
—1,t>2.

(sugestao: escrever f(t) usando degraus de Heaviside e aplicar transformadas de Laplace).

Exercicio 85. Considerar o pvi

1. Qual a posicao e a velocidade inicial da massa?
2. Resolver o pvi para f(t) = 0. Qual a velocidade da massa no instante ¢ = 4?

3. Escreva um pvi com os mesmos dados, escollhendo para f(t) uma funcao da forma kA(t—a) (indicar

k e a), de modo que a massa fique em repouso para t > a.

Exercicio 86. O problema de valor inicial de segunda ordem

mi + bi + kx = f(t), z(0) =0, £(0) =0,

formaliza a posicao da massa de um sistema massa-mola-amortecedor. A massa, quando se move, segue

uma trajetoria linear.
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1. Quais as unidades de b e de k7

2. Resolver o pvi de segunda ordem, se for f(t) = —2u(t —2), m = 1, b = 0, k = 1. No instante

t = 3 s, a massa moveu-se para a esquerda ou para a direita do ponto x = 0?7

Exercicio 87. Considerar o problema de valor inicial de segunda ordem

i — 3d + 4z = f(1)

(a) Justificar que o pvi nao se refere a um sistema massa-mola-amortecedor.

(b) Resolver o pvi no tempo (isto é, sem usar transformadas de Laplace), se for f(t) = 4 — 5sin(t).
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