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Capitulo 2. Equacoes Diferenciais — Parte 3

o EDs Lineares de 22 Ordem

Resolucao de EDs Lineares de 22 Ordem, Homogéneas, de Coeficientes Constantes

Aplicagoes das EDs Lineares de 22 Ordem, Homogéneas, de Coeficientes Constantes
e Sistema massa-mola nao amortecido

e Sistema massa-mola-amortecedor

e Anexo

e Caso em que o polinémio caracteristico tem raiz dupla.

e Sinais da velocidade, aceleracao e forga no movimento linear.

2.9 Equacgoes Diferenciais Lineares de 22 Ordem

Uma ED linear de 22 ordem é da forma

Y +alx)y’ +b(x)y = f(x),

sendo y(z) a fungdo incégnita. Se a(x) e b(x) sdo constantes, a ED diz-se de coeficientes constantes;
de contrério diz-se de coeficientes varidveis. Se f(z) = 0 a ED diz-se homogénea; de contrério diz-se
nao homogénea.

Comegamos por estudar a resolucao de EDs lineares homogéneas de 2% ordem.

2.10 Aspectos da Resolucao de EDLs de 22 Ordem

Vamos caracterizar a solu¢ao geral de uma ED linear homogénea de 22 ordem

Y +a(x)y +b(x)y = 0.

Funcoes linearmente dependentes (independentes)

Duas fungoes f(x) e g(z) dizem-se linearmente dependentes no intervalo I de valores de x, se existirem

duas constantes ci, co, nao ambas nulas, tais que

c1f(@) + c29(z) = 0, (1)
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para todos os valores x € I. Caso contrério, diz-se que as funcoes sdo linearmente independentes no

intervalo 1.

Exemplo 1. As funcdes f(z) = €2* e g(x) = e~% sdo linearmente independentes em R porque, se fossem
linearmente dependentes, existiriam duas constantes cq, co tais que
c1 e " c1

1€ + e = 0 = = ——r = = —e 7
Co e=r Co

O primeiro membro da ultima igualdade é constante em R, o que ndo acontece com o segundo membro.

Nao existem, por isso, constantes c1, co que validem a primeira igualdade para todos os valores de = € R.

Exemplo 2. As fungbes f(x) = 2z e g(z) = —z sio linearmente dependentes em R, porque
c1 x 1
ci2z+c2(-z) = 0= — = — = —.
! + 2( ) Co 2x 2

Se escolhermos ¢; = 1 e ¢co = 2, ou qualquer outro par de valores que satisfaca ¢1/co = 1/2, a primeira

igualdade é valida para todos os valores = € R.

Exemplo 3. As fungbes f(x) = e%cos(2x) e g(x) = e*sen(2x) sdo linearmente independentes em R,

porque

1 e®sen(2x) e
“cos(2 ’ 2r) = 0 = — = ————= = — = —tan(2x).
c1€%cos(2x) + coe”sen(2x) o e co5(27) o an(2x)

O primeiro membro, ¢;/cq, da tltima igualdade é constante em R, o que ndo acontece com o segundo
membro, —tan(2x). Nao existem, por isso, constantes ¢y, co que validem a primeira igualdade para todos

os valores = € R.

O teorema seguinte mostra-nos que, conhecendo duas solugoes particulares linearmente independentes
néo triviais (ndo nulas) quaisquer, y1, y2, de uma ED linear homogénea de 22 ordem, podemos escrever

a solugao geral da ED.

Teorema. Se y;1, y2 sao duas solucoes particulares linearmente independentes, nao nulas, da ED
y" +a(z)y +b(z)y = 0
no intervalo (a,b), entdo qualquer solu¢do da ED neste intervalo se pode escrever da forma
y = Ciy1 + Cays,

para algum par de valores C1,Cs € R.
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Diz-se conjunto fundamental de solugoes ou base de solugoes de uma ED linear homogénea de 22
ordem, qualquer conjunto {y1,y2} de solugdes linearmente independentes, nao nulas, da ED. O teorema
anterior afirma que qualquer base de solugdes de uma ED linear homogénea de 2a ordem, num dado

intervalo, pode ser usado para escrever a sua solucao geral nesse intervalo.

Ao contrério do que sucede com as EDs lineares de 12 ordem, para as quais existe um bf método analitico
de resolucao, nao existe um método geral que permita resolver todas as EDs lineares de 22 ordem.
Entretanto, um método geral de solugao existe para o caso das EDs lineares homogéneas
de 22 ordem de coeficientes constantes. Estas EDs encontram-se na formalizacdo matemética de
variados sistemas fisicos, como sistemas massa-mola, circuitos elétricos ou fenémenos oscilatérios. Vamos

fazer o seu estudo e apresentar algumas aplicagoes praticas.

2.11 EDLs de 22 Ordem, Homogéneas, com Coeficientes Constantes

Vamos resolver EDs do tipo
y' + Ay’ + By = 0, (2)

com A, B, constantes. Podemos verificar que uma funcao do tipo e™, com uma escolha conveniente de r,

resolve a ED (2).

(e”)” +A (e”)/ +Be" =0 &

r?e" + Are™ + Be" = 0 <

P +Ar+B =0 (3)
A equacdo (3)) diz-se equagao caracteristica da ED. O polinémio P(r) = 72+ Ar + B diz-se polinémio

caracteristico da ED. Podemos ter trés tipos de solugoes da ED ([2)), consoante a natureza das raizes da

equagao caracteristica.

—A++VA%2—-4B

rP+Ar+B =0 r = 5

e Caso 1.(A%2 — 4B > 0) A equacio caracteristica tem duas raizes reais distintas, 71, 7,. Neste caso
as fungoes e™*, ™% sao solucbes particulares da ED e sdo linearmente independentes. A solucao

geral da ED é da forma

y = Cre™% 4+ Coe™*, 1,0y € R.
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Exercicio 42. Resolver a ED
y' + 5y +6y = 0.
Resolugao.

— Solugao da equagao caracteristica.

—5+vb2—4x6 -

r24+5r4+6 =0 r = 2

— Solucao geral da ED.

y = Cre 2" + Coe ", C1,Cq € R.

— Algumas solugdes particulares da ED.

0120220 y(l‘):O
Ci =0,C =1 y(z) = e

1 1 .
Cr = -2,0 = 5 y(r) = *2672:64’56731:

e Caso 2. (A? —4B = 0) A equacdo caracteristica tem uma raiz real dupla, r. Neste caso as funcoes

T T

e xe™ sao solugoes particulares da ED E| e sao linearmente independentes. A solugao geral da

ED ¢ da forma
y = Cre" 4 Coze™, C1,C2 € R.
Exercicio 43. Resolver a ED
y' +4y +4y = 0.
Resolucao.

— Solucao da equagao caracteristica.

—4++42 -4 x4
rP4dr4+4 =0 r = 5 x = -2

1Prova em anexo.
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— Solugao geral da ED.

y = Cre 2" + Chze ", C1,Cy €R.

— Algumas solucoes particulares da ED.

Cl = 02 =0 y(SC) =0
C; =3,C =1 y(r) = 372 4 ge 2"
C] = —2, Cg =0 y(.T) = —26_2m

78

e Caso 3. (A2—4B < 0) A equacao caracteristica tem duas raizes complexas conjugadas, r = a£i/3.

Neste caso as fungoes

ry = elotiblr _ goxgifz

ry = elomih)r — pavg—ifiz

sdo solugoes particulares da ED e sdo linearmente independentes. A solucao geral da ED é da forma

Yy = Ce®% B 4 C’ge‘“efwz, Cy,Cy € R.

(4)

Esta é uma solucao geral complexa. E uma indicacao dada pelo processo de calculo de que a

grandeza y(z) representada pela ED tem comportamento oscilatério. No entanto, sendo y(x) uma

grandeza real pretendemos obter uma expressao real para ela. Para tal precisamos de obter duas

solugdes reais da ED, linearmente independentes (conforme o teorema da pégina . Eis como o

fazer.

— As solugoes da equacao caracteristica podem escrever-se da forma (usando a férmula de EuleIED

r = e = % (cos(Bx) + isen(Bx))

ro= e“eT T = ¢ (cos(Bx) — isen(Bx))

A solugao geral pode reescrever-se como a seguir se indica.

y = C1e*(cos(Bx) + isen(Bzx)) + Cae** (cos(Bx) — isen(Bzx))

2Férmula de Euler: e*® = cos(x) + isen(x).
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— Fazendo C7 = Cy = 1/2 obtemos y = e**cos(fx), que é uma solugao particular da ED.

— Fazendo C; = —i/2 e Cy = i/2 obtemos y = e*“Fsen(fzx), que é outra solucdo particular da

ED.

As duas solugoes particulares e*®cos(fx) e e**sen(fx) sao fungoes linearmente independentes

(porqué?). Podemos agora escrever a solucao geral real da ED.

y = C1e*cos(fx) + Cae**sen(px)

e (Cycos(Bx) + Cosen(px)), C1,Cy € R.

<
Il

Exercicio 44. Resolver a ED
y' +2y +4y = 0.

Resolugao.

e Resolucao da equagao caracteristica.

—2+v22-4x4 -
2

s a=-1; B=V3

P +2r+4d =0 r = r=—-1+iV3

e Solugao geral da ED.

y =¢e " (Clcos(\/ga:) + C2sen(\/§a:)) , C1,C5 € R.

e Algumas solugoes particulares da ED.

01:0,62:0 y(x):()
C; =3,C =1 ylx) = e ° (3003(\/§x)+sen(\/§x))
C; =0,C =1 y(x) = e “sen(V3x)

2.12 Aplicagoes
Aplicagoes das Equagoes Diferenciais Lineares Homogéneas de 22 Ordem de Coeficientes Constantes
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2.12.1 Sistema Massa-Mola nao Amortecido

A figura [24] representa uma mola com rigidez k (Newton/metro) fixada a uma parede no lado esquerdo
e ligada a uma massa m (kg) no lado direito. A massa pode mover-se na direc¢ao do eixo x, sem atrito.
Supde-se que a massa da mola é nula. De inicio a massa encontra-se estatica na posi¢do x = 0. A mola
néo estd comprimida nem alongada. Diz-se que o sistema se encontra num ponto de equilibrio estavel
e, se nao for perturbado, continuard assim indefinidamente. Suponhamos agora que afastamos a massa

da posigao de equilibrio, deslocando-a para a direita, e que a largamos.

Figura 24: Sistema massa-mola nao amortecido.

O deslocamento para a direita alonga a mola, que passa a exercer uma forca sobre a massa no sentido
oposto ao do eixo x, que tenta restituir a massa a posi¢ao de equilibrio inicial (forca de restituicao).
A forca fornece uma aceleragao a massa que, na passagem pela posicao de equilibrio x = 0, atinge a
sua velocidade maxima no percurso. A energia cinéticaﬁ da massa diz-se energia cinética do sistema

massa-mola.

Por inércia, a massa continua a deslocar-se para a esquerda do ponto de equilibrio, x = 0, comprimindo
a mola. Ao ser comprimida, a mola exerce sobre a massa uma forga com o sentido do eixo x, travando o
seu movimento. A dado momento a massa para. Neste instante toda a sua energia cinética foi convertida
em energia potencial elastica armazenada na mola. Como a compresssao nao existiria sem a massa, diz-se
desta energia que é a energia potencial do sistema massa-mola. A forca que a mola exerce sobre
a massa no sentido do eixo x é agora maxima (em médulo) nos dois extremos do movimento, quando a

massa tem velocidade nula.

A massa é entdo movida para a direita, passando pela origem e detendo-se no ponto para onde foi ini-
cialmente puxada e libertada. A partir dai todo o processo se repete. A massa efectua um movimento
oscilatério. Observe-se que a existéncia de um processo oscilatério depende da presenga de, pelo menos,
dois elementos que troquem energia entre si, neste caso a massa e a mola. O movimento realizado pela
massa diz-se movimento harmonico simples. Este tipo de movimento acontece sempre que a forga

exercida sobre uma massa é proporcional a posicao desta relativamente a um ponto de equilibrio.

Pretendemos determinar a lei do movimento da massa, isto é, queremos determinar a expressao de uma

fungao x(t) que nos permita saber a posigao x da massa em cada instante ¢, supondo que ¢ = 0 corresponde

3Energia cinética = %mv2.
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ao momento em que a massa é largada. Supondo que a forca exercida pela mola é descrita pela Lei de
Hooke, F,,, = —kz (vélida para deslocamentos x pequenos; k é a rigidez da mola, uma constante
positiva), usamos a 22 Lei de Newton (lei da aceleracao) referente & forga F' total exercida sobre a massa
m (& representa a aceleragdo da massa).
F = ma & —kzxr = mi
emi+ker =0 (6)
Esta equacdo diferencial designa-se por equacdo do movimento da massa. A solugdo z(t) que ob-

tivermos dela diz-se lei do movimento da massa. Como veremos adiante, precisamos de conhecer duas

condigoes iniciais do problema para a obter.

Analise dimensional da férmula @

Unidades da massa m: kg Unidades da aceleragao i: @2
s

N
Unidades da constante da mola k: — Unidades da posicao z: m
m

Substituindo estas unidades no primeiro membro da férmula @, obtemos

kg xm

>— +N

m N
ngfQ—f—me:
S m S

Concluimos que a férmula @ ¢ dimensionalmente correcta, uma vez que adiciona grandezas da mesma

natureza e com as mesmas unidades, neste caso forcas (Newton = kg x m/s?).

Resolugao da ED @

mi+kr =0 & itwiz =0

com wg = £,
m

e Solugao da equacgao caracteristica.

Pt =0e 1= -l e r=tiw

Se as raizes da equagao caracteristica sdo complexas, entdo o movimento da massa é oscilatério
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(como era esperado).

e Solucao geral da ED.
x(t) = Cicos(wpt) + Cosen(wot), C1,Cs € R

wo = /k/m diz-se frequéncia natural de oscilacdo do sistema e é independente das condigoes

iniciais do problema (posigao e velocidade da massa no instante t = 0).

Suponhamos que k£ = 2, m = 1. Consideremos também que no instante ¢t = 0 se tem z(0) = 0 e ©(0) = 1,
isto é, a massa é largada da posicao = 0 e recebe um impulso que lhe d4 uma velocidade inicial de
1 m/s no sentido do eixo z. O problema a resolver é um problema de valor inicial de 22 ordem, e

escreve-se

iP4+wir =0
z(0) =0
#(0) =1

Vamos usar as condigdes iniciais na solugao geral da ED. Comecamos pela condi¢ao z(0) = 0.

2(0) =0 & Cireos(wp x 0) + Casen(wy x 0) = 0
<0 =0

x(t) = Casen(wot)
Usamos agora a condicio #(0) = 1. Notar que wy = \/k/m = v/2rad/s.

i(t) = (Cosen(wot))’ = woCycos(wot)

2(0) = 1 & weCrcos(wg x0) = 1 & weCy =1
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Figura 25: Resposta do sistema massa-mola nao amortecido.

Na figura [25| esté representada a resposta sinusoidal x(t) do sistema as condigoes iniciais. A amplitude
1/+/2 da sinuséide é um pouco menor do que 1, e representa o afastamento maximo da massa em relacio
ao ponto z = 0. Entre o instante inicial e o instante ¢t ~ 1.1, a posigao z(t) é crescente e positiva, como
resultado da velocidade inicial £ = 1 que é comunicada a massa no instante inicial. Usando a frequéncia
natural wy = /2 rad/s, podemos determinar o periodo T (segundos) do movimento, isto é, o tempo
que dura cada vai-vem da massa, e a frequéncia f (ciclos/segundo ou Hz — Hertz) do movimentﬂ isto

é, o numero de vai-vens que a massa efectua em cada segundo.

2 2
T =2 - 2 44
Wo \@
f L~ oosm
= — & . z
T

Estes valores podem ser confirmados na figura

2.12.2 Sistema Massa-Mola Amortecido

A figura 26| representa uma mola com rigidez k (Newton/metro) fixada a uma parede no lado esquerdo,
e ligada a uma massa m (kg) no lado direito, que por sua vez se encontrada ligada a um amortecedor
com coeficiente de amortecimento b (kg/s). O amortecedor exerce sobre a massa uma forga proporcional
a velocidade e de sentido oposto a esta, F;, = —bd (simula o amortecimento que se verifica quando um

corpo se move dentro de um fluido, com uma velocidade relativamente pequena).
« — b

0 x

Figura 26: Sistema massa-mola-amortecedor.

Pretendemos determinar a lei do movimento da massa. Usamos a 22 Lei de Newton referente a forca F

4A constante w costuma designar-se frequéncia angular do movimento, enquanto f se designa apenas por frequéncia
do movimento.
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total exercida sobre a massa m.

F = ma & —bi—kxr = mi

& mi+bi+kr =0 (7)

A lei do movimento é-nos dada pela ED linear homogénea de 22 ordem , tal como no caso nao amorte-
cido, mas agora no primeiro membro surge um termo em & respeitante ao amortecimento. Devemos

resolver esta ED para obter z(¢).

Anadlise dimensional da férmula

Unidades da massa m: kg Unidades da aceleragao i: %
S
: : g . . .. m
Unidades da constante de amortecimento b: — Unidades da velocidade &: —
s s
. N . -
Unidades da constante da mola k: — Unidades da posicao z: m
m

Substituindo estas unidades no primeiro membro da férmula , obtemos

m kgxm kgxm
m g +9‘

2 5+ N

k N
k:gx%Jr—gx + —xm =
s 5 m

S S S

Concluimos que a férmula é dimensionalmente correcta, uma vez que adiciona grandezas da mesma

natureza e com as mesmas unidades, neste caso forcas (Newton = kg x m/s?).

Resolugao da ED

b
mi+bi+kr =0 & i+ —i+wir =0
m
2 k

com wj = ;-

e Solugao da equagao caracteristica.

2 _ —b/m £ \/b?/m? — 4w
2

b
r2+—7‘+w§ =0&r
m

b b2
Sr=——+\——w
2m 4m? 0
2 ~ . . . .
Fazendo A = fW — wd, o sistema pode classificar-se de trés formas distintas: (i) sistema so-

breamortecido (A > 0), (ii) sistema criticamente amortecido (A = 0), ou (iii) sistema subamorte-

Maério Abrantes http://ww.ipbw.pt/~mar/



85 Notas das Aulas — Célculo II, 2.12  Aplicagoes

cido (A < 0). Consideremos o caso subamortecido e fagamos

b 02, b [, b? b,
T o N T T Ty T T e T T, EW

2 ~ . . . ~ . , .
sendo w = /w2 — fﬁ a frequéncia amortecida de oscilagao do sistema, que é independente das

condigoes iniciais (posigao e velocidade da massa no instante ¢t = 0).

e Solucao geral da ED.

z(t) = e ™) (C)cos(wt) + Casen(wt)), C1,Cy € R. (8)

Como exemplo, se k=1, m=1eb=4, entdo A =3 > 0 e temos 0 caso sobreamortecido. As raizes da

equacao caracteristica sio r = —2 + /3. A solucéio geral da ED ¢é
a(t) = Crel=2V 4 Che(2V3E 0y eR

Sek=1,m=1eb=1, entdo A = —3/4 < 0 e temos o caso subamortecido. O sistema oscila. As raizes

da equacdo caracterfstica sdo r = —1/2 +iy/3/2. A solugdo geral da ED ¢
3 3
z(t) = e /2 (Clcos(\gt) —|—C'256n(\2[t)> , C1,Cy € R. (9)

Suponhamos que no instante t = 0 se tem z(0) = 1 e ©(0) = 1, isto é, a massa é largada da posigao
x =1 e recebe um impulso que lhe d4 uma velocidade inicial de 1m/s no sentido do eixo z. O problema

a resolver é um problema de valor inicial de 22 ordem, e escreve-se

fr'—i—%dv—l—ng =20
z(0) =1

z(0) = L.
Vamos usar as condigOes iniciais na solugao geral da ED @D Comegamos pela condigdo z(0) = 1.

2(0) =1 & e %2 (Cicos(0) + Casen(0)) = 1

@01:1

z(t) = et/ (cos(\ggt) +C286n(\é§t)>
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Usamos agora a condic¢ao #(0) = —1.
/
i(t) = (e—t/Q <cos(\é§t) + CgS@ﬂ(?t))) — e t/2 <02\/2§_1608(\é§t) _ Wsen(‘fﬂ)

i(0) = 1 & ¢ 92 (C(Q\/g_lcos(O)—CZ_g\/gsen(OO =1« % =1 C =V3

A lei do movimento da massa é

z(t) = e /2 (cos(\égt) + ﬁsen(?t)) .

AN

Figura 27: Resposta do sistema massa-mola-amortecedor.

Na figura estd representada a resposta z(t) do sistema as condigbes iniciais. A posigao inicial da
massa é 2(0) = 1 mas, como se pode verificar analisando o gréfico, a distdncia da massa & origem
aumenta depois do instante inicial, devido a velocidade inicial positiva da massa. O declive da curva, a
medida que ¢ se aproxima de zero por valores & direita, tende para o valor da velocidade inicial £ = 1. A
amplitude da oscilacdo diminui com o tempo devido ao termo e /2, que nao existe na resposta no exemplo
anterior porque af ndo hé amortecedor. Usando a frequéncia w = /3/2 rad/s, podemos determinar o
designado periodo amortecido T (segundos) do movimento (assim designado por o movimento nao ser

periédico puro), isto é, o tempo que dura cada vai-vem da massa, e a frequéncia amortecida f (Hz)

do movimento, isto é, o nimero de vai-vens que a massa fectua em cada segundo.

9 4

T=2"_2" L1735
w V3

f—l~014H

Estes valores podem ser confirmados na figura
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2.13 Anexo

Caso em que o polinémio caracteristico tem raiz dupla

Consideremos a ED com coeficientes constantes
y'+ Ay + By = 0,

cujas raizes do polinémio caracteristico sao

—A++A? - 4B

P+Ar+B =0 r = >

—Ax/2

Vamos verificar que, no caso de se ter A2 — 4B = 0, a funcio ze’® = ze é uma solugao particular

da ED. Substituindo esta fungao na ED, obtemos sucessivamente

1"

(a:eiAz/Q) —&—A(aje*A“‘ﬂ) +Bet =0 &

(e—A;c/Q _ ',172146—.436/2) + A (e—Ax/2 _ ‘%;46—Ax/2) + Bxe—Aa:/Q =0 <

2
_Aefo/2_|_ A4I€AI/2+A<6AI/2— 'r;leAr/2) +B$€7Az/2 -0 &

2 2 2
re Ar/2 <11A2+B> =0 & ze A7/ (iJrB) =0

A expressdo entre parénteses, —A?/4 + B, é igual a zero (porqué?), o que mostra que a funcio

ze™ = re~A%/2 ¢ uma solucio particular da ED.

Sinais da velocidade, aceleracao e forca no movimento linear

No estudo do movimento, as grandezas posigao, velocidade, aceleracao e forga, sao representadas
por vectores. Porém, no caso em que o movimento € linear, estas grandezas tém a mesma direccao e
um de dois sentidos possiveis. Podemos, por isso, dispensar a representacao vectorial e usar uma rep-

resentacao que envolve o médulo da grandeza e um dos sinais, 4, para distinguir os dois sentidos possiveis.

Nas duas imagens da figura representam-se as posicoes x1, X2, de um corpo em movimento lin-
ear, em dois instantes ti,to distintos, com to > t;. O referencial é um eixo orientado. Na imagem da
esquerda o corpo desloca-se no sentido do eixo, deslocando-se no sentido oposto ao do eixo na imagem

da direita.
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vV — - V
ty t; t, t,
|——‘—f—> X L | |
f | X
0 X1 X5 0 X5 X1
t, >t
Figura 28:

Vamos determinar os sinais das velocidades médias, v,,, nos dois casos. Comecamos pela figura na

esquerda.

Az T — X1
O = — = 21 >0
m At ty — 1

Usamos agora os dados da imagem na direita.

Az To — X1
R~ T
Um TN T -t

Destes dois casos, podemos concluir o seguinte: se um corpo se move segundo uma trajectoria rectilinea,
a velocidade é positiva quando esse deslocamento se dd no sentido do eixo de referéncia, e é negativa

quando o deslocamente se dd no sentido contrario ao do eixo de referéncia.

Analisemos agora a figura As duas imagens representam as velocidades, v(t1), v(t2), de um corpo

que se desloca no sentido do eixo de referéncia, nos instantes 1, ts.

V — VvV —

v(t)  v(t) v(t) vt
o —
0 X4 X3 0 Xy X5

V() > v(t:) V() < v(ty)

t, > t,
Figura 29:

Na figura da esquerda, a velocidade do corpo aumenta com o tempo. Na figura da direita, a velocidade
do corpo diminui com o tempo. Vamos determinar a aceleragao média, a.,, nos dois casos. Comegamos

pela figura na esquerda.

A ta) —
Gy = =2 = vlta) —olty)
At to — 1
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Usamos agora os dados da imagem na direita.

Av  w(te) —v(ty)

-— = <0
At to —t1

Ay —

Destes dois casos, podemos concluir o seguinte: se um corpo se move segundo uma trajectéria rectilinea
no sentido do eixo de referéncia, entdo a aceleragao é positiva se a velocidade aumenta com o tempo, e é

negativa se a velocidade diminui com o tempo.

Analisemos agora a figura As duas imagens representam as velocidades, v(t1), v(t2), de um corpo

que se desloca no sentido contrario ao do eixo de referéncia, nos instantes ¢, to.

-V -V
V() v(t,) v(t) v(t)
> x [ I B
0 Xz X4 0 X2 X4
vit) > v(t,) Vi) < v(ty)
t, > t,
Figura 30:

Na figura da esquerda a velocidade do corpo aumenta (em mddulo) com o tempo e tem sinal negativo
por o deslocamento se dar no sentido contrario ao eixo de referéncia. Na figura da direita a velocidade
do corpo diminui (em mdédulo) com o tempo e tem sinal negativo, por o deslocamento se dar no sentido
contrario ao eixo de referéncia. Vamos determinar a aceleracao média, a,, nos dois casos. Comegamos

pela figura na esquerda.

_Av w(ta) —o(t)
W = AT T, O

Notar que v(t2) < v(t1), porque as duas velocidades tém sinal negativo, sendo v(t3) a maior em médulo.

Usamos agora os dados da imagem na direita.

 Av v(ta) —v(ty)
“n = N T T Y

Destes dois casos podemos concluir o seguinte: se um corpo se move segundo uma trajectéria rectilinea,
no sentido contrario ao do eixo de referéncia, a aceleragao é negativa se a velocidade aumenta em médulo

com o tempo e é positiva se a velocidade diminui em médulo com o tempo.

Dos casos acima estudados podemos concluir que o sinal da aceleragdo é o sinal da forga aplicada: (i) se
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um corpo que executa um movimento rectilineo sofre um aumento do médulo da sua velocidade, entao é
porque lhe foi aplicada uma forga com o sentido do seu deslocamento; (ii) se o corpo sofre uma diminuigao
do médulo da velocidade, entao é porque lhe foi aplicada uma forca com o sentido oposto ao do seu deslo-
camento. Seja qual for o sentido de deslocamento do corpo, a forga que lhe é aplicada é positiva se
tem o sentido do eixo de referéncia, e é negativa se tem o sentido oposto ao do eixo de referéncia. Se
a velocidade e a aceleragdo tém o mesmo sinal, o movimento do corpo diz-se acelerado (o médulo da
velocidade aumenta com o tempo). Se a velocidade e a aceleragdo tém sinais opostos, o movimento do

corpo diz-se retardado (o médulo da velocidade diminui com o tempo).

2.14 Exercicios

Exercicio 45. Resolver as equagoes diferenciais lineares.

(@) y'—2y=0 (b) —3y" +y =2€" () —y" +2y — 3y = 3cos(x)

(d) y" +y = sin(x) (e) y' +y=e?", (f) ¥ +y=bsin(z) —de™ "

Exercicio 46. O problema de valor inicial de segunda ordem

mi + bi + kz = f(t), 2(0) =0, &:(0) =0,

formaliza a posicao da massa de um sistema massa-mola-amortecedor. A massa, quando se move, segue
uma trajetéria linear.
(a) Quais as unidades de b e de k?; (b) Resolver o pvi de segunda ordem, se for f(t) =2t, m=1,b=0,

k = 1. No instante ¢t = 3 s, a massa encontra-se a esquerda ou a direita do ponto x = 07

Exercicio 47. Considerar a ED & + 44 + 4« = f(t).
(a) Resolver a ED homogénea associada.

(b) Se for f(t) = sen(2t), obter a solugao geral da ED. Escrever duas solugdes particulares da ED.

Exercicio 48. O problema de valor inicial de segunda ordem

mi + bi: + kx = f(t)
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formaliza um sistema massa-mola-amortecedor, sendo z(t) a posigdo da massa, em metros, ¢ o tempo,

em segundos, e f(t) uma forca, em newtons, que actua sobre a massa. A massa move-se em linha reta.

(a) Quais as unidades de b e de 7.
(b) Esbogar o grafico da fungao f(t) = 2sin(3t).

(¢) Resolver o pvi de segunda ordem, se for f(t) = 2sin(3t), m =1, b =0, k = 1. Em que sentido se

move a massa no instante t = 1 s?

Exercicio 49. A ED & + 3% + 4z = f(t) formaliza um sistema massa-mola-amortecedor.

(a) Considerar o caso nao forcado (f(t) = 0). Mostrar que o sistema é oscilante e determinar a

frequéncia angular do movimento da massa.

(b) Se for f(t) = cos(2t), obter uma solucdo particular do sistema, sendo z(0) = 0 e ¢ = 0. Qual a
frequéncia angular da oscilacao forcada? Por que é esta frequéncia diferente da calculada na alinea

anterior?

Exercicio 50. Dada a funcgao

f(t) = 2sin(bt),

calcular b para cada um dos trés casos seguintes: (a) Frequéncia angular do sinal: w = 5 rad/s; (b)
frequéncia do sinal: f = 100 Hz; (c¢) Periodo do sinal: T'= 0.25 s. Em cada um dos casos calcular w, f,

T e fazer um esbogo do grafico da fungao.
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