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Capitulo 2. Equacoes Diferenciais — Parte 4

e Resolucao de EDs Lineares Nao Homogéneas de 22 Ordem, com Coeficientes Constantes
e Aplicacoes

— Sistemas massa-amortecedor-mola
e Anexo

— Sobre a resolu¢ao de EDs lineares de 22 ordem

2.14 EDLs de 22 Ordem Completas, com Coeficientes Constantes

Queremos resolver EDs lineares da forma

y'+ Ay + By = f(x) (1)

com A e B constantes e f(z) # 0.

Os passos para a resolucao deste tipo de EDs sao os seguintes.

e Determinar a solugao geral, y,, da ED homogénea associada y” + Ay’ + By = 0.

Esta solugao tem a forma

yn = Ciyr + Caya,

sendo y1,ys duas solucoes particulares linearmente independentes quaisquer da ED homogénea e

C4, Cy parametros reais.

e Determinar uma solucao particular y, qualquer da ED completa .

e Escrever a solucao geral da ED completa . A solucao geral tem a forma

y = Ciy1 + Coya +yp, C1,02 €R.

Ja estuddmos anteriormente a resolugao da ED homogéna. Vamos agora ver como obter uma solugao

particular, y,, da ED completa.
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2.14.1 Método dos Coeficientes Indeterminados

O método que vamos apresentar para calcular uma solucio particular da ED linear completa de 22 ordem,

designa-se por Método dos Coeficientes Indeterminados. Este método aplica-se apenas aos casos

em que o termo independente f(z) é de um dos tipos

e f(z) = sin(ax), f(z) = cos(ax);

.
s
—~
8
S~—"
Il

p(z), sendo p(z) um polindmio,

ou entao tem a forma de produtos e somas destas fungoes, com k e « constantesﬂ No Método dos Coefi-
cientes Indeterminados a forma da solucao particular ¥, ¢ motivada pela forma do termo nao-homogéneo

f(z), como a tabela seguinte sugere.

f(x) Forma, de y,
1. Exponencial ek x" (Re’”)
2. Co-seno, Seno cos(ax), sin(ax) x" (Reos(ax) + Ssin(ax))
3. Polinémio apx” + a1z '+ -+ an_1z+a, | xX® (on” F A" 4+ A+ An)

sendo os coeficientes R, S, Ag, A1, -+, A, constantes a determinar. O parametro n pode toma o valor
minimo entre {0,1,2}, que garanta que a solugdo particular y, procurada ndo é gerada pela solucio

geral da ED homogénea associada.

Vamos mostrar como se usa o método, por meio de exemplos.

Caso (i): f(z) =€, s€R
Exemplo 1. Determinar a solugao geral da ED

y// . 2y _ 633@.
A solugao geral da ED homogénea ¢y’ — 2y =0¢é y = C1eV2® 4 Che=V2 . Como a solucdo geral da ED
homogénea nio gera termos da forma Re3®, procuramos uma solucio particular com esta forma. Para

calcular o valor do coeficiente R, substitui-se a expressiao y = Re3* na ED completa e resolve-se esta em

LAs EDs lineares de 22 ordem que nao sejam desta forma devem ser resolvidas por outros métodos, nao existindo um
processo geral para a sua resolucdo (ver Anexo).
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ordem a R.

(R63x)// — 2Re™ = 3% & 9Re3® — 2Re3" = 37
S TR=1

1
S R=2
7

A solucao particular procurada é y, = 63; (verificar!). A solugdo geral da ED é

. o1
Y = Yn —l—yp = Cle\/ﬁi +026_\/§1 + ?, 01702 e R.

Exemplo 2. Determinar a solugao geral da ED

Y —2y = eV

A solugao geral da ED homogénea vy’ — 2y =0¢é y = CreV2® 4+ Che= V22, O termo independente da ED
completa é eV2e_ Neste caso nao podemos procurar uma solugdo particular da forma ReV2® porque ela é
gerada pela solugéo geral da ED homogénea (fazendo C; = R, C2 = 0). Em vez disso, procuramos uma
solugao particular da forma y = Rxe\@m, nao gerada pela solucao geral da ED homogénea. Substituimos

esta expressao na ED completa para determinar o coeficiente R.

12
(Rxeﬂ:”> —2RzeV?® — 3 o 2\/§Reﬁw + RzeV2® _ 9RzeV?® — V2

= 2V2R=1
1
2v2

< R=

xe

A solucao particular procurada é y, = 2\7; (verificar!). A solucdo geral da ED é

reV2e
2V2

Y=Yn+Yp= Cre V2 4 Cpe™ V2 4 , C1,05 €R.

Exemplo 3. Determinar uma solucao particular da ED
y// +2y/ _"_y — e—x

A solucao geral da ED homogénea 3"’ +2y' +y =04é y = Cie~% + Coxe™*. O termo independente da ED
completa é e~*. Neste caso nao podemos procurar uma solugao particular da forma Re™", ou da forma
Rze™™ porque ambas sao geradas pela solugao geral da ED homogénea. Em vez disso, procuramos uma

solucdo particular da forma y = Rx?e~®. Substituimos esta funcdo na ED completa para determinar o
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coeficiente R.

(RCL’267E)H +2 (sze*z)l +Rrle ™ ="
& (Rz?e™ —4Rze ™ +2Re™™) + 2 (2Rze ™ — Ra’e™™) + Ra’e ™ =¢™*
& 2Re " =¢e7"

1
& R=-—
2

A solucao particular procurada é y, = ‘TZP{E (verificar!). A solugdo geral da ED é

x2e~ 7

Yy=yn +yp=Cre"" + Coxe ™ + — C1,05 e R.
Casos (ii), (iii): f(z) = sin(azx), f(z) = cos(ax)
Exemplo 4. Resolver a ED
y' =2y +y = sin(2z). (2)

A solugao geral da ED homogénea 3" — 2y’ +y =0 é y = C1e* + Coze®.

Como a solucdo geral da ED homogénea nao gera termos da forma Rcos(2z) ou Ssin(2z), podemos
procurar uma solugao particular com a forma Recos(2x)+ Ssin(2x). Para calcular o valor dos coeficientes

R, S, substitui-se a expressao y = Rcos(2x) + Ssin(2z) na ED completa.

(Rcos(2x) + Ssin(2z))” — 2 (Reos(2x) + Ssin(2z)) + (Rcos(2z) + Ssin(2z)) = sin(2z)
< (—4Rcos(2x) — 4Ssin(2x)) — 2 (—=2Rsin(2z) + 2Scos(2x)) + (Reos(2z) + Ssin(2x)) = sin(2x)

< (=3R —45)cos(2z) + (4R — 35) sin(2x) = sin(2x)

—3R—45=0 R=4/25
= =

4R-35=1 S =-3/25
A solugdo particular procurada é y, = 2=cos(2z) — = sin(2z) (verificar!). A solucio geral da ED é

25 25

4 3
y=1yn+yp = Cie” + Coze” + %003(233) — %sin@x), C1,05 € R.

Exemplo 5. Resolver a ED
vy’ +9y = sin(3z). (3)

A solugéo geral da ED homogénea 3" + 9y = 0 é y = Cicos(3z) + Casin(3z). O termo independente da

Maério Abrantes http://ww.ipbw.pt/~mar/




Notas das Aulas — Célculo II, Capitulo 2 96

ED completa é sin(3z). Neste caso nao podemos procurar uma solucdo particular da forma Rcos(3z) +
Ssin(3z) porque a solugdo geral da ED homogénea gera fungoes deste tipo. Em vez disso, procuramos
uma solugao particular da forma y = x (Rcos(3z) + Ssin(3x)), que ndo é gerada pela solu¢ao geral da

ED homogénea. Substituimos esta fungao na ED completa para determinar os coeficientes R, S.

(z (Reos(3z) + Ssin(x)))” + 9 (Rcos(3z) + Ssin(3z)) = sin(3z)
< (=9zRcos(3z) — 9zSsin(3z) — 6Rsin(3x) + 6Scos(3x)) + 9 (Rxcos(3x) + Szsin(3x)) = sin(3x)
& — 6Rsin(3x) + 6Scos(3x) = sin(3x)
—6R =1 R=-1

65 =0 S=0

xcos(3x
_ 6( ) (

A solucao particular procurada é y, = verificar!). A solucdo geral da ED é

3
Yy = yn + yp = Crcos(3z) + Casin(3z) — %(x)’ C1,Cy € R.
Exemplo 6. Determinar uma solucao particular da ED
Y +9y = e *"cos(3x). (4)

A solugao geral da ED homogénea y”’+9y = 0 é y = Cycos(3z)+Casin(3zx). O termo independente da ED

—2x

completa é e ~2%cos(3z). Vamos determinar uma solugao particular da forma y = e~2* (Rcos(3x) + Ssin(3z)),

que nao é gerada pela solugao geral da ED homogénea. Substituimos esta funcao na ED completa para

determinar os coeficientes R, S.

(7% (Rcos(3z) + Ssin(?mx)))” +9e7* (Rcos(3x) 4 Ssin(3z)) = e **cos(3z)
& (e7** (=5Rcos(3z) + 12Rsin(3z) — 5Ssin(3z) — 12Scos(3x))) + 9e~>* (Rcos(3z) + Ssin(3z)) = e~ **cos(3x)

< c0s(3x) (—4R — 12R)) + sin(3xz) (12R + 4S) = cos(3x)

= =

1
40
12R+45 =0 -3

4R —-125 =1 R
S

40

A solugdo particular procurada é y, = e=2% (%&m) — 35%((]39’)) (verificar!).

Caso (iv):

f(x) é um polinémio na varidvel z.
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Exemplo 7. Determinar uma solucao particular da ED
y'+2 +y = 32+ 22+ 1. (5)

A solugao geral da ED homogénea ¢y’ + 9y = 0 é y = Cre™% + Coze™®. O termo independente da ED
completa é 322422+ 1. Nio é possivel gerar nenhuma parcela desta expressio a partir da solucdo geral
da ED homogénea. Vamos determinar uma solucdo particular da forma y = Ax? + Bz +C. Substituimos

esta fungdo na ED completa para determinar os coeficientes A, B, C.

(A2® + Bz + )" + 2 (A2® + Be + C)' + (A2 + Bz + C) = 32% + 22 + 1
& (24) +2(24z+ B) + (A2 + Bz + C) = 32° + 2z + 1

& Ac’+(4A+B)o+ (24+2B+C) =32 +2c +1

€ (4A+B=2 & (B=-10
2A+2B+C =1 C=15

A solugdo particular procurada é y, = 3z% — 10z + 15 (verificar!).

Exemplo 8. Determinar uma solucao particular da ED
y' +2y = 327 +22+ 1. (6)

A solucdo geral da ED homogénea 3y + 2y’ = 0 é y = C; + Coe™?*. O termo independente da ED
completa é 322 4+ 2z + 1. O termo 1 desta expressdo é gerado pela solucio geral da ED homogénea
(fazendo C; = 1 e Cy = 0). Por isso, a solucdo particular nio pode ter a forma Axz? + Bz + C. Vamos
antes determinar uma solucio particular da forma y = x(Ax?+ Bz +C), que nio possui nenhum termo
gerado pela solucao geral da ED homogénea. Substituimos esta fungao na ED completa para determinar

os coeficientes A, B, C.

(AJ:3 + Bz? + Ca:)// +2 (Ax3 + Bxz? + Cx)/ =322 +2x+1
(6Az +2B) + 2 (342” + 2Bz 4+ C) =32 + 2z + 1

& 6A2% + (6A+4B)z + (2B +20C) =32 + 22+ 1

6A =3 A=1
& (6A+4B=2 & (B=-1
2B+2C =1 c=3

A solucao particular procurada é y, = %x2 — ix + % (verificar!).
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2.15 Aplicagoes
Sistema Massa-Mola Forgado, nao Amortecido

A figura representa um sistema massa-mola nao amortecido, atuado pela forga externa f(¢). A
constante da mola é k (Newton/metro) e a massa é m (kg). Quando f(¢) > 0 a forca é exercida na
direc¢ao e sentido do eixo dos z. Quando f(¢) < 0 a forca é exercida na direcgao do eixo dos x, mas com
o sentido oposto ao do eixo. Supde-se que a massa da mola é nula e despreza-se atrito da massa com
a superficie em que ela desliza. Supée-se também que o comportamento da mola é descrito pela Lei de

Hooke, Fro1q = —kx.

k

Figura 31: Sistema massa-mola for¢ado, nao amortecido.

f(t)
ﬁ.

Y
x

Pretendemos determinar a lei do movimento da massa, z(t), supondo que ¢t = 0 corresponde ao
momento em que comecamos a observar o sistema. Usamos a 22 Lei de Newton para obter a equacao
do movimento da massa (& representa a aceleracao da massa; F representa a soma das forcas exercidas

sobre ela).

F = ma
& —kx+ f(t) = mi

& b4 kr = f(t)

A lei do movimento da massa, z(t), é uma solugdo desta ED linear nao homogénea de 22 ordem.

Exercicio 51. Suponhamos que Kk = 4 N/m, m = 1 kg, f(t) = 1 N. Seja também z(0) = 1 m
e (0) = 0 m/s, isto é, no instante inicial a massa estd na posigdo x = 1 e tem velocidade nula. O

problema a resolver para determinar z(t) é o problema de valor inicial de 2% ordem

44 =1
z(0) = 1
z(0) = 0

Resolucgao.
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1. Resolver a equagdo diferencial.

e Resolver a ED homogénea & + 4z = 0

A solugio geral da ED homogénea é (verificar!)

x(t) = Cycos(2t) + Cysin(2t), Cy,Cs € R.

e Determinar uma solucao particular da ED completa.
O termo independente é f(¢) = 1 e ndo é gerado pela solucao geral da ED homogénea. Por ser
um polinémio de grau zero, procuramos uma soluc¢ao particular da forma x, = A. Substituimos

esta funcao na ED completa para determinar o coeficiente A.

(A) +4(A) =1

1
S 4A=1 A= 1
A solugéo particular procurada é x, = ; (verificar!).

e Escrever a solugao geral da ED completa.

A solugao geral da ED é

1
x = xp + x, = Cicos(2t) + Casin(2t) + T C1,Cy € R.

2. Determinar os valores dos parametros C7, C5, usando as condicOes iniciais do problema.

Usar z(0) =1
z(0)=1
1
& Creos(0) + Casin(0) + 1= 1
1
3
= Cl == Z

Depois deste cdlculo a expressao de z(t) fica
3 , 1
x(t) = Zcos(?t) + Casin(2t) + 1
A derivada #(t), necessdria para usar a segunda condicdo inicial, é

x(t) = f%sin(%) + 2C5c0s(2t).
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Calculamos agora Cs.

& - ;sm(O) +2C5¢c08(0) =0
< 205 =0

s Oy =0
3. Escrever a solugao do pvi.
3
z(t) = Zcos(Zt) + -
O gréfico desta funcao estd representado na figura Esta funcao é periddica com periodo T'=7. R
x(t)

0| 10 N5 Y ™

Figura 32:

Exercicio 52. Suponhamos que k =4 N/m, m = 1 kg, f(t) = sin(3t) N. Seja também z(0) =1 m e
z(0) = 0 m/s, isto é, a massa é largada da posicdo = 1 e tem velocidade inicial nula. O problema a

resolver para determinar z(¢t) é o problema de valor inicial de 2% ordem

Z+4x = sin(3t)

z(0) =1
z(0) =0
Resolugao.
1. Resolver a equagdo diferencial.
e Resolver a ED homogénea & + 4x = 0

A solugao geral da ED homogénea é

x(t) = Cicos(2t) + Cysin(2t), Cy,Cy € R.

e Determinar uma solugao particular da ED completa.
O termo independente é f(t) = sin(3t). Procuramos uma solucdo particular da forma z, =

Rcos(3t) + Ssin(3t), que nao é gerada pela solugao geral da ED homogénea. Substituimos a
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fungdo na ED completa para determinar os coeficientes R, S.

(Rcos(3t) + Ssin(3t))” + 4 (Rcos(3t) + Ssin(3t)) = sin(3t)
& (—9Rcos(3t) — 95 sin(3t)) + 4 (Reos(3t) 4+ Ssin(3t)) = sin(3t)
& —B5Rcos(3t) — 5Ssin(3t)R = sin(3t)
—5R=0 R=0

& &
=55 =1 S=-

A solucéo particular procurada é z, = —smié‘%) (verificar!).
e Escrever a solugao geral da ED completa.
A solucao geral da ED é
. sin(3t
Y = yp + yp = Crcos(2t) + Casin(2t) — 5( ), C1,Cs € R.

2. Determinar os valores dos parametros C7, C5, usando as condic¢Oes iniciais do problema.

Usar z(0) =1

z(0)=1

in(0
< C1c0s(0) + Casin(0) — 8“15( ) =1
&S 1 =1
Depois deste cédlculo a solugao geral fica
im (3t

x(t) = cos(2t) + Cysin(2t) — %(3)

A derivada &(t), necessdria para usar a segunda condicdo inicial, é

3cos(3t)

z(t) = —2sin(2t) + 2C5cos(2t) — )
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Calculamos agora Cs.

Usar £(0) =0
z(0) =0
— 2sin(0) + 2Cco0s(0) — ?)COTS(O) =0

3

<~ 202 g =0
3

<~ 02 70

3. Escrever a solugao do pvi.
sin(3t)

3 .
x(t) = cos(2t) + 1—Osm(2t) -~

O gréfico desta fungao estd representado na figura [33] Esta fungao é periédica com perfodo T = 2,
porque este é o menor valor possivel que é, simultanemente, um miiltiplo inteiro dos periodos de
cos(2t), sin(2t) e sin(3t). Notar que

e Ty =27/3 é o periodo principal (o menor periodo) de sin(3t);

e Ty, =1 é o periodo principal de cos(2t) e de sin(2t);

/\/'\/\/\/\
N 5

N
WG (AR SRV

Figura 33:

Exercicio 53. Verificar que a solugao do problema de valor inicial de 2% ordem

i+ 2z = sin(2t)

t cos (2t)
—

x(t)

1
cos (2t) + 3 sin (2t) —
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Figura 34:

O grafico desta fungdo estd representado na figura A funcao cresce sem limite com o tempo, por
causa do termo —tcos(2t)/4. Isto deve-se ao facto de a frequéncia do termo forcador sin(2t) na ED ser
igual & frequéncia natural do sistema, ambas valendo 2rad/s. Quando este fenémeno acontece diz-se que

o sistema massa-mola estd em ressonancia com a forca externa.

Exercicio 54. Verificar que a solucao do problema de valor inicial de 2% ordem

&4 2z = sin(3t)

x(t) = %cos(\/it) + %sm(ﬂt) - %cos(?)t).

ANEDANI

0 N5 Y~ 10 N/ | 15

Figura 35: Resposta do sistema massa-mola forgado, nao amortecido.

O gréfico desta funcao estd representado na figura Esta funcao nao é periddica (porqué?), o que

significa que em cada vai-vem a massa tem um comportamento diferente do que teve no vai-vem anterior.
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2.15.1 Anexo

Nao existe um método geral de resolugio de EDs lineares de 22 Ordem (nem de ordens superiores)

Y +0(x)y +clx)y = f(x). (7)

Temos vindo a estudar processos de resolugao de casos especificos destas EDs.
e Resolvemos EDs do tipo (7)) em que f(z) =0, e b(z) e ¢(z) sdo constantes.

e Resolvemos EDs do tipo em que b(z) e c(x) sdo constantes e f(x) é uma fungdo exponencial,
ou uma fungao sinusoidal, ou um polinémio, ou uma combinagao linear de termos destes tipos, ou

de produtos de termos destes tipos.

Na bibliografia indicada podem encontrar-se os enunciados, as demonstragoes e exemplos de dois métodos

de resolugao de EDs do tipo , mas que requerem o conhecimento prévio de algumas solugoes.

e Método da Variacao de Parametros: permite resolver EDs do tipo , com coeficientes nao con-
stantes, desde que sejam conhecidas previamente duas solugoes particulares, linearmente indepen-

dentes, da ED homogénea associada.

e Método da Redugdo de Ordem: permite resolver EDs lineares homogéneas de 22 ordem, com co-
eficientes nao constantes, desde que seja conhecida previamente uma solugao particular da ED
homogénea. O método permite determinar outra solugao da ED homogénea, linearmente inde-
pendente da primeira. Uma vez tendo estas duas solucoes, podemos escrever a solucao geral da
ED homegénea e usar a Variagao de Parametros para determinar uma solugao particular da ED

completa.
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