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Capitulo 2. Equacoes Diferenciais - Parte 1

e Generalidades sobre equagoes diferenciais. e Aplicacoes de EDs de varidveis separaveis

Tipos de EDs

Posicao, dada a Velocidade

e Ordem, incégnita, varidvel independente e Crescimento e Decrescimento Exponencial

Integral escrito como uma ED

Velocidade de Escape da Terra

e EDs de Variaveis separaveis

2.1 Generalidades sobre equacgoes diferenciais

Uma equacao diferencial (ED) é uma equagdo que relaciona uma ou mais fungées incégnitas e as suas

derivadas E Por exemplo, a ED
y' +2zy = 3z (1)

tem como incégnita y, que é uma funcao da varidavel z. Resolver esta equacao diferencial é determinar
todas as fungbes y(x) que a satisfazem. A funcdo constante y = 3/2 é uma solugao da ED, porque

substituida na varidvel y da equagédo (1)), converte a igualdade numa identidade.

(§>,+2x (2) =3z & 3z = 3z (2)

A fungdo y = 3/2+ e~®" também resolve a ED (verificar!). Cada uma destas fungoes diz-se uma solu¢do
particular da ED. O conjunto de todas as fungoes que resolvem a ED, designa-se por solucao geral da ED.
A cada uma destas fungoes estd associado um intervalo aberto (a,b) de valores de x, no qual a fungao re-
solve a equagao. Nas aplicacoes a engenharia, as fungoes representam grandezas fisicas, as suas derivadas
representam as taxas de variacao destas grandezas com outras grandezas, e a equagao diferencial define

uma relacao envolvendo termos destes tipos.

O estudo de equacoes diferenciais consiste na averiguagdo de métodos de célculo das suas solugoes e na
avaliagao das propriedades destas solugoes. A necessidade do estudo de EDs reside no facto de, para vari-
ados sistemas fisicos de interesse, as equagoes que constituem a sua descricao matematica serem equagoes

diferenciais. Para percebermos estes sistemas temos que resolver as equagoes.

L As EDs que vamos estudar contém apenas uma funcio incégnita.
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2.1.1 Tipos de equacgoes diferenciais

As EDs dividem-se em dois grandes grupos: as Equagdes Diferenciais Ordindrias (EDOs) e as Equagées
de Derivadas Parciais (EDPs). Nas EDOs as fungoes incégnitas dependem de uma sé varidvel. Nas EDPs

as funcoes incégnitas dependem de mais de uma variavel.

Exemplos 1.
Yy —axy = €° EDO Fungdo incognita: y(z) (3)
2
% + :L’Qg—; = 2z EDP Fungao incognita: z(z,y) (4)

2.1.2 Ordem de uma equacgao diferencial. Fungao incégnita. Variavel independente

A ordem de uma ED é a ordem de derivacao mais elevada que ela contém. Por exemplo, a equagao
é uma EDO de 12 ordem; a a equacao ¢ uma EDO de 22 ordem; a a equacao ¢ uma EDP de 22
ordem. A incdgnita numa ED é a letra sobre a qual as derivagoes incidem. Na equacao a incdgnita é
¥; Na a equagao a incégnita é z. As varidveis independentes sdo aquelas de que dependem as fungoes
incégnitas. Na a equagao a varidvel independente é x; na a equacao as variaveis independentes
sao x e y.

2.1.3 Integral escrito como uma equagao diferencial

Quando resolvemos um integral, por exemplo

/dex

estamos a calcular todas as fungoes y que satisfazem a equagao

y = / z2dz.
Esta igualdade pode ser escrita da forma
y = (5)

que nada mais ¢ que uma EDO de 1* ordem. A familia de fungdes y = [ 2?dz = 2%/3+C, sendo C um

parametro real, é a solucdo geral da ED y' = z2.
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No que se segue, vamos estudar equacoes diferenciais ordindrias dos trés tipos seguintes: equagoes difer-
enciais de varidveis separaveis, equagoes diferenciais lineares de primeira ordem e equagoes diferenciais

lineares de 22 ordem com coeficientes constantes.

2.2 Equagoes diferenciais de variaveis separaveis

EDs de varidveis separaveis sao todas as que podem ser escritas na forma

y = f(x)g(y), (6)

sendo f(z) uma expressao que nao envolve a varidvel y, e g(y) uma expressao que nao envolve a varidvel x.

Exemplos 2. EDs de variaveis separaveis

y = 2y fl@) = a? 9y) =y
y = 2z flz) = 2z 9(y) =1
ou f(z) = 9(y) = 2
y = e flx) =1 gly) = €’
y =0 fl@) =0 9(y) = 0
y =0 fl@) =0 g(y) = 0
A equagdo
y —ay=uz

também é separavel,

vy —zy=vsy =x21+y), flx)==z, gly)=1+y.

A ED

/ 2
Yy tary=z
nao é separavel.

2.2.1 Resolugao de EDs de Variaveis separaveis

Vamos resolver detalhadamente trés casos de EDs de varidveis separaveis.
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Exercicio 26. Resolver a ED

2y — 3yzr = 0. (7)

1. Verificar que a ED ¢é separavel.

Vamos mostrar que a ED pode ser reescrita na forma @

2y —3yx = 0
2y = 3yx
& ’—§:c

Yy = 29

2. Substituir 3’ por dy/dz e transformar a equagio resultante de modo que o primeiro membro néo
tenha a varidvel x e o segundo membro nao tenha a variavel y. Os diferenciais dy e dx devem ser

factores multiplicativos.

, 3
y = gy
dy 3
S T ®)
1 3
& —dy = —xdx 9
Gy ™ = 2 9)

Notar que se excluiu a solucao nula, y = 0, para evitar uma divisao por zero. Mas esta é uma

solucdo particular da ED (porqué?).

3. Integrar o primeiro membro em ordem a y e o segundo membro em ordem a x.

1
/fdy = /éxdx
Y 2

3
& Inly| = sz +C1,C, €R (10)

C é o parametro que resulta da integracdo. A equagao (10]) representa, implicitamente, a familia

de solugoes da ED, excepto a solucao nula y = 0. Vamos escrever esta equagdo na forma explicita.

Inly| = %xQJrCl
&yl = et +e!
Sy = +eClei® (11)
Sy = Cei” CeR (12)
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O parametro C' na equagao substitui a expressdo +e“! na equacdo (11), para simplificar a
notacao. Por exemplo, fazendo C; = 2 e escolhendo o sinal positivo na equacgao 7 obtém-se a

solugao particular da ED

2 em . Nao se alteram as solucoes particulares

Esta solugao pode ser obtida fazendo C = e
desigando +e€* por C.
A equagao ja contempla a solugao y = 0, obtida fazendo C' = 0. Esta solugao nao é contemplada

pela equacgao (11)).

A férmula representa a solugdo geral da ED. A ED néo tem outras solugoes, para além destas. E

imediato verificar que o dominio de cada solucao particular, y, e da sua derivada, 3, é R. Isto significa

que, ao substituir a expressao da solucao geral na equagao ,

2 (Ce%xz)/ -3 (Ce%I2> =0

se obtém uma equivaléncia valida em R.

Seguem-se algumas solucoes particulares da ED.

Para C = 0, asolugio éy = 0 (13)
Para C' = 2, a solucio 6 y = 2ei% (14)
Para C = -2, a solucao éy = —2¢i7” (15)

O gréfico de cada solugdo particular designa-se por curva integral da ED. Na figura[l4] estdao representadas

algumas destas curvas integrais.

c=-1

Figura 14: Algumas curvas integrais da ED 2y’ — 3yxz = 0.

Exercicio 27. Resolver a ED
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Verificamos que a ED é separavel:

Yy =27y (16)
y' 2
;;}OE = T (17)
!
@33 = x2
d
<:>y§ = 2%dx
d
& /—g = /gc2dac
Y
-2 3
@%Z%—FCH,CHER (18)

A equagao representa, na forma implicita, todas as solugbes particulares da ED, excepto a solugao

nula y = 0. Os passos de calculo seguintes servem para obter a forma explicita destas solugoes.

&
c=-2C1 y

_§x3 + C

ey=4+—— 1 CeR (19)

/_%333 +C

A solugao y = 0 é uma solucao particular da ED que nao pode ser obtida da equagao . A solugao

geral da ED é o conjunto das fungoes

y=4+——— CeR (20)
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O dominio das solugoes (20)) depende de C:
2 3
D, = {xeR:—gx +C > 0}.

O domino da solugao éR. Na ﬁguravemos as curvas integraisy = =+
aC=1.

——L——, que correspondem
V- sx3+1

\
)
I

Figura 15: Curvas integrais: y = 1 — 1

\/7%13+1 ey = _\/7%z3+1.

Exercicio 28. Resolver a ED
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2. Substituimos 3’ por dy/dz, separamos varidveis e integramos ambos os membros:

y/ — 61’
dy 2

&S = = €7
dx

Sdy = e da

& /dy = /ezzdm
@yz/ewzdz‘

O integral obtido no segundo membro nao pode ser representado por uma férmula fechada que
envolva apenas fungoes elementares. Se escolhermos a solugao particular y = y(x) cujo gréfico

contém o ponto (a,y(a)), podemos escrever

i)~ vla) = [ ", (23)

que representa uma sé curva integral. O integral na direita pode ser calculado por aproximacao,
usando métodos numéricos. Na figura |16 representam-se vérias solugbes particulares (curvas inte-
grais) da ED, obtidas definindo, para cada uma delas, um ponto (a,y(a)) que o seu gréfico deve

conter (figura gerada usando ChatGPT).

Curvas integrais da ED 3/ = e’

6, |
4, |
— 2* .
B
>
O, |
2L |
-4 I I I I [
—2 -1 0 1 2
x

Figura 16: Curvas integrais de y' = % para differentes condicdes iniciais (a,y(a)).
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2.3 Aplicagoes das EDs de Variaveis Separaveis
2.3.1 Posicao, dada a Velocidade

Problema: Um veiculo desloca-se sobre uma curva a velocidade v(t) = 3t quilémetros por hora, sendo
t o tempo em horas. Sobre a curva estd marcado o ponto A. S6 com esta informacao, podemos saber a

que distancia estd o veiculo do onto A para t = 47

Resposta: A resposta é Nao! Dado que a velocidade v(t) é a variagdo da posi¢io z(t) em fungao do
tempo
_dx dx

3t =

t) = —= -
vit) =g @ di’

e sendo esta uma ED de varidveis separaveis, com incégnita x e varidvel independente ¢, a sua resolugao
30
der=3tdt & [ de= | 3tdt & x = §t + C,

necessita o esclarecimento do valor de C' para que possamos ter uma fungao distancia, z = z(t). Para
esclarecer o valor de C, precisamos de conhecer o valor de z(t) para algum ¢. Se esse valor for a distancia
ao ponto A em algum instante, a solugao particular z(¢) obtida representa a distancia do veiculo ao ponto
A em fungéo do tempo. Por exemplo, se no instante ¢t = 1 a distancia do veiculo ao ponto A for de 3 km,

entao

3 3

representa a distancia do veiculo ao ponto A em fungéo do tempo.

2.3.2 Problemas de Crescimento e de Decrescimento Exponencial

Problema: Em 1990 a populacido mundial foi estimada em 5.3 x 10° pessoas. A uma taxa de crescimento

de 2% ao ano, qual a expectativa numérica para a popula¢do mundial no ano de 20257

Resposta: Um modelo simples para uma populagéo p(t), sujeita a uma taxa de crescimento k, é dado

pela ED

A razoabilidade deste modelo é a seguinte: nada mais sendo dito (isto é, sem introduzirmos fatores muito

especificos que condicionem a variacdo duma populagao), a ‘velocidade’ de crescimento da populagao é,

Maério Abrantes http://ww.ipbw.pt/~mar/



47 Notas das Aulas — Célculo II, 2.3  Aplicacoes das EDs de Varidveis Separaveis

em cada instante, proporcional ao niimero de individuos que ela contém. Por exemplo, se uma populagao
de 5000 individuos produz 10 novos elementos num dado lapso de tempo, é razoavel esperar que uma
populagao de 10000 individuos produza 20 novos elementos nesse mesmo lapso temporal. A expressdo de
proporcionalidade k designa-se por taza de variagdo da populacdo p(t). No caso deste problema a taxa
de variacao é constante ao longo do tempo. Se k > 0 a populagao cresce exponencialmente com o tempo
(vamos ver que é o caso deste problema). Se k < 0 a populagio decresce exponencialmente com o tempo

(caso encontrado em problemas de decaimento radioativo).

Para estimarmos a populagao no ano 2025, dados o seu valor em 1990 e a taxa de crescimento de entao,

temos que resolver a ED de varidveis separdveis
p’ = 0.02p,

de incognita p e varidvel independente ¢.

dp
' =0.02p & — = 0.02
P P P

& dp = 0.02dt¢

p
@/@z/0.0th
p

& In(lp|) = 0.02¢ + C,

= |p| —_ eCl 60.02t

& p = 401002

< p(t) = Ce™0% C eR.

Para obtermos uma estimativa da populacao em 2025, vamos supor que ¢ = 0 corresponde ao ano de

1990. Temos entao

p(0) =5.3x 107 & Ce®?20) =53 x10° <, C =5.3 x 10,

p(t) = 5.3 x 109202,

Percebemos, por este modelo matemédtico, por que se desigam estes processos por processos de (neste
caso) crescimento exponencial. Se t = 0 corresponde ao ano de 1990, entdo ¢ = 35 corresponde ao ano
de 2025:

p(35) = 5.3 x 10°%92039) ~ 10.1 x 10°.
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Em 2025 o niimero de habitantes do planeta est4 estimado em 8.2 x 10?, pelo que o modelo simples usado

nos deu um erro de aproximadamente 25%.

2.3.3 Velocidade de escape em relacao a Terra

Se langarmos um objecto na vertical ele sobe até uma certa altura, para, e depois comeca a cair. Quanto
maior for a velocidade do lancamento, maior a altura méxima atingida pelo objecto.

Problema: Qual a velocidade de langamento que faz com que o objecto se afaste da Terra e nao retorne
a ela?

Resolugao: A resposta é ‘sim’ e a velocidade de langamento minima necesséria para que esse fenémeno
se verifique denomina-se velocidade de escape. E esta velocidade que vamos calcular. O célculo envolve

a resolucao de uma ED de varidveis separdveis.

A partir do momento em que o objecto é langado, fica sujeito apenas a forca gravitica do nosso planeta,
que lhe provoca uma diminuicao da velocidade de afastamento. Se a velocidade inicial vy com que o ob-
jecto é langado nédo for suficientemente elevada, h4 um momento em que o corpo atinge uma velocidade
de ascensao nula, iniciando depois o retorno a superficie da Terra (figura . Vamos determinar uma
expressao para a velocidade v(z) do objecto em funcao da sua distdncia x & Terra. Fica claro que se
quisermos que o corpo nao retorne & Terra, entdo v(x) néo se pode anular em nenhum ponto do percurso.
E esta a condicao que nos vai permitir determinar a velocidade de escape. Nos célculos que se seguem
despreza-se a forca de arrasto do ar e despreza-se a accao dos restantes corpos do sistema solar sobre o

objecto em movimento.

m
RETORNO A TERRA
TERRA
m
R ESCAPE DA TERRA
ESCAPE DA TERRA
Figura 18:

Figura 17:

Na figura[I8] estd representado um corpo de massa m, que se afasta numa trajectéria linear alinhada com
o centro da Terra. A posicao relativa do corpo é dada pela coordenada x no eixo da figura, que representa

a distancia do corpo a Terra. O corpo tem velocidade inicial vy e esta sujeito a forca gravitica

F(z) = —G%, (24)

sendo G a constante gravitacional, M7 a massa da Terra, R o raio da Terra e m a massa do corpo. A
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forca F' depende apenas da posicdo x do corpo. O sinal ‘=’ que surge no segundo membro, resulta de a
forga ter o sentido oposto ao do eixo de referéncia. A segunda lei da dinamica, F' = ma, afirma que um
corpo de massa m, sujeito a uma forca F', tem a aceleragao a. Esta lei deixa, a quem a aplica, a tarefa de
identificar a natureza da forca que actua sobre o corpo de massa m. Pode ser uma forca elecromagnética,
pode ser uma forca gravitica, pode ser a forca de arrasto de um fluido, pode ser a forga exercida por uma
mola, etc. Neste caso é a forga gravitica . E esta expressao que deve figurar no primeiro membro da

féormula F' = ma.

MTm

Por ser a = dv/dt, a dltima igualdade pode escrever-se (eliminando m nos dois membros)

M
= —Gi
“ (R+ x)?
dv o MT
%~ CEmyar (26)

Como queremos obter uma expressao para a velocidade v, podiamos pensar em integrar ambos os membros
em ordem a t. Mas o segundo membro de (26)) é uma fungao de x, e ndo de ¢. Vamos escrever ambos os

membros em fungao da variavel z, usando a regra da cadeia da derivacao de fungoes de uma variavel:

dv dv dx dv

Esta relagao é vélida, porque a posi¢do do objecto no eixo de referéncia, (t), depende do tempo ¢ decorrido
desde o seu lancamento. A velocidade v(z) pode ser escrita v(z(t)), o que dé sentido & igualdade (27).
Podemos dar outra forma a férmula .

v g Mr

dt (R+x)?

dv MT

o = - G— 2
& v G(R+x)2 (28)

Reafirmamos que, se a posi¢ao = é funcao do tempo ¢, entao tanto podemos escrever a velocidade v em
funcdo de z, como em funcao de ¢t. Na igualdade , consideramos v como funcao de x. Esta equacéo

representa uma ED de varidveis separdveis. Vamos resolvé-la para obtermos uma expressdo para v(z).
1. Comegamos por colocar a ED na forma separada.

Mr

vdv = _Gm

dxr
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2. De seguida integramos ambos os membros em ordem as varidveis respectivas.

Mr
dv = _G— 4
/vv / G( +m>2:p<:>

2
2 GR—i—x <

M
2 o T
v (z) 2GR—|— +C < (29)
v(z) = 2GR—|—JU+C7C€R (30)

Vamos interpretar a equagao para ver que conslusdes podemos tirar sobre a velocidade v(z).

Se fizermos & = 0, obtemos para v(0),

_ oMz
v(0) = /26 +C.

que ¢ a velocidade de langcamento. Para cada constante C', obtemos uma velocidade de lancamento
distinta. Que valor devemos escolher para C?7 O aspecto a ter em consideracao é que, quanto maior
for x (quanto mais afastado o corpo estiver da Terra), menor é o termo

Mr
R+2x’

O valor deste termo tende para zero quando x — oo. Isto significa que o termo pode tomar um
valor positivo tao préximo de zero quanto ‘se queira’, mas nao se anula. Entao, se C' < 0, existe

uma distancia x para a qual
Mr
R+x

2G +C =0,

precisamente o que queremos evitar. Concluimos que C' = 0 é o valor minimo que o parametro C'
pode tomar para que se tenha v%(z) # 0, ou seja, para que o corpo niao pare no seu movimento de

afastamento. Como consequéncia, a velocidade de escape v, eﬂ

MT
e = 1/2G=L
) G

\/2 X 6.674 x 10—11

5,972 x 1024

Tl x 108~ 11186 m/s ~ 40269 km/h.

Q

Ve

E esta a velocidade vertical minima com que um corpo deve ser lancado da superficie da Terra, para nao
retornar ao planeta (desprezando o arrasto do ar). Note-se que v, nao depende da massa m do objecto
lancado, mas sim de caracteristicas intrinsecas do planeta, como My e R. Um exercicio interessante é o
calculo da velocidade de escape de outro corpo do sistema solar, por exemplo da Lua. Os célculos sdo os

mesmos, substituindo My pela massa da Lua e R pelo raio da Lua.

2@ ~ 6.674 x 10711 m3kg~1s72, My = 5,972 x 1024kg, R ~ 6371 x 103m.
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2.3.4 Exercicios

Exercicio 29. Ordem de uma ED, Incégnita, Variavel Independente

Indicar a ordem, a fungao incégnita e a varidvel independente de cada EDO.

(a) ¥ = (b) ¥ +y =0 () ts" —ts' =1 — sin(t)
3
(d) tg(x)cos(y) = —ytg(y) () v =sinx) —y"+4° (D (?) — oup
Resolucgao.

(b) ED de 22 ordem; varidvel independente: a falta de uma segunda varidvel na equagao, escolhemos,

por exemplo z; fungdo incégnita: y = y(x).
(f) ED de 12 ordem; varidvel independente: v; fungdo incégnita: u = u(v).

Exercicio 30. Solugao Particular

Mostrar que cada fungao é uma solucao particular da ED indicada.

(a) ¥ =ay, y=e™ (b) v+ a*y =0, y = csen(ax)

(© 2zyy' =" +y°, y=—Va2+Ca (d)  —1=9> y=tg(x)
Resolugao. Substituimos a expressao da func¢do na ED e obtemos uma identidade.

(c) 2z (—\/902 + Cx) (—\/xQ + Cm)/ =22+ (f\/xQ + C’x)2
2 (—\/962 + C’x) (—;%) =22+ +Cx
& 22((2z +C)/2) = 22 + Cx

=202+ Cx =222+ Cx

Exercicio 31. Solugao Particular
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Adivinhar solugoes particulares para as seguintes equagoes diferenciais.

dy dy o dy B
(a) g =Y (b) 7e =Y (c) oy Ty=0

dy dy =~ ?y
(d) o ty=1 (e) o Ty=e (f) T2 Ty=0

Exercicio 32. Dominio de uma Solugao

Mostrar que a equagao diferencial ¢’ + y* = 0 admite as solugdes y = 1/x, em R\ {0}, y = 1/(x + 1), em
R\{-1}ey=0,emR.

Exercicio 33. Dominio de uma Solucao

Mostrar que a equagéao diferencial y”” = 0 ndo admite a solugdo y = |« — 3| em R.

Resolugao. Por ser

y=lr-3=
—r+3, r <3,
temos
z—3), >3 1, >3
/ /
y = (z-3) = =
(—z+3), z<3 -1, z <3,
e
} o ass 0, z>3
y' = (z-3))" = =
(1), z<3 0, z < 3.

Como consequéncia, a fungdo é solugao da ED em R\ {0}, mas ndo em R, pois a sua derivada de segunda

ordem nao estd definida no ponto x =0. W

Exercicio 34. EDs de Variaveis Separaveis

Resolver as equagoes diferenciais usando separagao de variaveis.

(a) ¥ =yl (b) ¥ =2y’ (c) o =e"tY
vV1+z ’ ) / y2*y7
@ T,V =¢ (e) ¥ =yx @yfsen(x)f

Resolucao. (f) A ED é de varidveis separdveis:
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Substituimos 3" por dy/dx e separamos varigveis:

2 1 1 1
. = 5 dy = —
sin(x) (y#0), (v#1) Y2 —y sin(x)

Observemos que tanto y = 0 como y = 1 sao solugdes particulares da ED.

Integramos ambos os membros:

/gﬁl—ydy/sinl(x)dx (31)

0 _ (1
Calculamos o integral I} = [ 5=

dy:

1 1
1:/ (1:/———w
! 2y yy—1n"

Decompomos a fungao racional numa soma de fragoes parciais:

Calculamos os coeficientes A, B:

-multiplicamos ambos os membros por (y — 1)y:

1=A(y—1)+ By

-como a igualdade se deve verificar para todos os valores de y, calculamos A e B atribuindo a y valores

convenientes:
fazendo y = 1:
1=A(1-1)+B(1)=B=1
fazendo y = 0:
1=40-1)4+0=>A4=-1
Temos:

1 ~1 1
I:/id :/—d+/—
! y(yfl)y y Y y—1

=—In(jy|) +In(jly— 1)) +C =1In ('y|y|1|) +C.

Calculamos o integral I, = [ ﬁdaz:

1
b= [ s = Inllese(a) = cot(a)]) + € = In(ftan(a/2)) + €
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Substituimos os integrais I; e Iy na equacao :

|y71| = 1mn an\xr
ln( - )1<|t (2/2)]) + Oy

ly—1] _ ¢C1 gIn(( tan(z/2)])

|yl
—1
W =11 _ o1 tan(z/2)|
|yl
~1
IR A tan(xz/2)
y

<y — 1 =yCtan(z/2)

< y—yCtan(x/2) =1

1
- - R.
<Y 1— Ctan(z/2)’ Ce

A solucao geral da ED é o conjunto das fungoes

1

=T Cran(j2) O

Y

y=0.

Notar que, fazendo C' = 0 na familia de solucoes, obtemos a solugao particular y =1. W
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