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Mario Abrantes (http://www.ipb.pt/~mar)

e Derivadas e Integrais
e Propriedades das Derivadas e Integracao de Funcoes Racionais
e Problemas de Otimizacao com Uma Variavel

e Problemas de Otimizagdo com Duas Variaveis

2 Derivadas

A nogao de derivada de uma fungao é uma extensao para fungoes nao lineraes da nogao de declive de uma

reta.

2.1 Propriedades das Derivadas

a e b representam constantes; f e g representam funcoes.

Propriedades Operativas da Derivada

Linearidade: (af +bg) =af +bg

Regra do Produto: (fg) =fg+ fd

Regra do Quociente: (5)/ = f/gg;zfg/

Regra da Cadeia: = f(9(2)) = f'(g(x)) - ' (2)

Derivada da Funcao Inversa: (f’l)/ (b) = f,%a), com f(a) =10

Condigoes de Derivabilidade e Teoremas Fundamentais

Relacgao entre Continuidade e Derivabilidade:
Se f é derivavel em x = a, entdo f é continua em =z = a. A inversa é falsa, ja que uma

fungao pode ser continua num ponto do seu dominio e nao ser derivavel nesse ponto.

Derivada e Descontinuidade de Salto:
Se a derivada f’ de uma fungao estd definida num intervalo [a,b], entdo f’ ndo pode ter

descontinuidades de salto neste intervalo.
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Teorema de Rolle:
Se f é continua em [a,b], derivdvel em (a,b) e f(a) = f(b), entdo existe pelo menos um

ponto ¢ € (a,b) onde f'(c) = 0 (figura [6)).
Teorema do Valor Médio:
Se f é continua em [a,b] e derivdvel em (a,b), existe ¢ € (a,b) tal que:

f(0) = f(a)

7o) = 2o

Isso significa que, em algum ponto ¢ € (a,b), a derivada é igual ao declive da reta que une

os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) (figura [7).

ECRE=

fla) s

Figura 7: Teorema do Valor Médio.
Figura 6: Teorema de Rolle.

Diferencial de uma Fung¢ao num Ponto

Consideremos a aproximagao linear de f(x) em torno do ponto z = a, dada por (ver figura :

f(@) = f(a) + f'(a)(x — a).

Definindo o incremento em x como

Axr =z — a,

podemos reescrever a aproximacao como:

com Af = f(x) — f(a).

A variagdo de f medida sobre a reta tangente é entdo dada por:

df = f'(a)dx.
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Nesta notacao, df é o diferencial de f no ponto a e representa a parte linear da variacao de f quando

x sofre um incremento dz = Ax, a partir do ponto a.

Y A m=f'(a)
f@)+f(a)dx | [ —f(x)
f@) 1— ‘
a x X
Ax

Figura 8: A reta tangente é a aproximante linear da fun¢do no ponto de tangéncia.

2.2 Problemas de Otimizacao com Uma Variavel

Problemas de otimizagao com uma varidvel, sdo problemas de célculo de valores extremos (méximos ou
minimos) de uma fungao f(x) num dado subconjunto do seu dominio. Os passos para determinar os

extremos de uma fungao f(z), sdo os seguintes:

1. Determinar os pontos criticos da f(x), que sdo os valores de x para os quais

f'(z)=0 ou f'(z)ndo estd definida;

2. Classificar os pontos criticos, usando algum dos critérios seguintes:

e Teste da segunda derivada: Calcular f”(z) nos pontos criticos.
Se

f"(z) >0, entao f(z)tem um minimo local,

se

f’(z) <0, entdo f(x)tem um méximo local,

e se f"(x) =0, o teste é inconclusivo;

e Teste da primeira derivada: Verificar a variacao do sinal de f’(x) numa vizinhanga do
ponto critico. Uma mudanga de negativo para positivo indica um ponto de minimo local,

enquanto uma mudanca de positivo para negativo indica um ponto de maximo local.

3. Calcular os valores de f(x) nos pontos criticos de interesse. Compara-los para determinar maximos,

ou minimos, absolutos.

Exercicio 9. Distancia entre uma reta e um ponto
Calcular a distancia entre o ponto P(—3,1) e a reta y = 3z + 1, enunciando e resolvendo a questao como

um problema de otimizagao.
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Resolugao. Seja Q(z, y) um ponto arbitrario sobre a reta (ﬁgura@. Como @ pertence a reta, as suas

coordenadas sdo (z, 3z + 1). A distancia d entre P(—3,1) e Q(z, 3z + 1) é dada por

d(w) = \/(w— (=32 + Bo+1-1)* = /(s + 32 + (3a)Z.

O problema resolve-se minimizando d(x), que é a funcao objetivo do problema de otimizacdo. Como
o quadrado de uma varidvel é uma funcio crescente, minimizar d(z) equivale a minimizar o d?(z), que
designamos por f(z):

f(z) = (z +3)? + (3z)2

Simplificando a expressao:
f(@) = (z+3)% + 922 = 2 + 62 + 9 + 922 = 1022 + 62 + 9.

Pontos criticos de f(z):
Célculamos f'(x):

f'(x) = (102% + 62 + 9)" = 20z + 6.
Como o dominio de f'(x) é R, os unicos pontos criticos de f(z) s@o as solugoes da equagao f/(z) = 0:

o) — _ __6_ 3
fll2) =200 +6=0 & z= 50 = 10"

O tnico ponto critico de f(x) é x = —3/10.

Classificagao do ponto critico:

Classificamos o ponto critico usando o teste da primeira derivada. Como f'(z) é negativa & esquerda
do ponto (—3/10) e positiva a direita dele, o ponto critico é um ponto de minimo absoluto da fungao
(porqué?).

Caélculo do ponto de distancia minima:

O ponto @ de distancia minima sobre a reta é, entao,

o= (a(3))- (35 ()

Substituindo = = —% em f(x) para encontrar o quadrado da distdncia minima:

2
3 3 3 9 18
- :1 [ _— :]_ —_— —_ == .]..
f( 10) 0( 10> +6( 10>+9 0(100) 10+9 8
Logo, a distancia minima é

d= V8.1~ 2.85.
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As retas y = 3z + 1 e a reta definida pelos pontos P, @) sao perpendiculares. Porqué?

y=3r+1

Figura 9: Esquema com reta, pontos e projecao perpendicular.

Exercicio 10. Distancia entre um ponto e uma curva

Determinar a distancia minima entre a curva

e 0 ponto

P(3,2).

Resolucao. Seja Q(z,7?) um ponto arbitrario da curva (figura [10). A distancia d entre P(3,2) e
Q(x,x?) é dada por:

d(z) = /(z — 3)2 + (22 — 2)2.

Para encontrar a distancia minima, podemos minimizar o quadrado da distancia:

flw) = (z = 3)* + (2* — 2)%

Simplificar f(x):
fl@)=(z=3)*+ (2 - 2)°

= (2% — 62 +9) + (z* — 42 + 4)
=zt 42’ + 22— 624+9+4
=a2* — 322 — 62+ 13.

Pontos criticos de f(x):
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Calculamos f'(z):

f'(z) = (z* — 32% — 62+ 13)' = 42> — 62 — 6.

Como o dominio de f'(x) é R, os pontos criticos sdo as solugdes da equagio:
fl(z) =0 42 — 62 — 6 = 0.

Utilizando métodos numéricos (por exemplo, o Método de Bisse¢ao), ou uma calculadora, encontramos
o valor da raiz real:

z ~ 1.565.

As outras duas raizes sdo complexas, com parte imagindria ndo nula, pelo que ndao podem corresponder
a pontos do dominio de d. Porqué?.

Classificagao do ponto critico:

Este ponto é o ponto de minimo absoluto da distancia, por razoes andlogas as referidas na resolugao do
exercicio anterior.

Calculo do ponto de distancia minima:

O correspondente ponto () na curva é
(z,y) = (1.565, (1.565)%) ~ (1.565,2.448).

Substituindo 2 = 1.565 em f(x), obtemos o quadrado da distdncia minima:

£(1.565) ~ (1.565 — 3)% + ((1.565) — 2)*
= (—1.435) 4 (2.448 — 2)?
~ 2.06 + 0.2006

= 2.2606.

A distancia minima procurada ¢é d(1.565) ~ +/2.2606 ~ 1.5. W

2.2.1 O Problema de Heron

Exercicio 11. Considerar uma linha horizontal de comprimento 10, com o ponto A situado 3 unidades
acima do seu extremo esquerdo e o ponto B situado 5 unidades acima do seu extremo direito (ﬁgura.
Determinar o ponto C' sobre a linha horizontal, tal que a soma dos comprimentos dos segmentos AC' e

BC' seja minima. Determinar esta soma.

Resolugao. Este problema é conhecido por Problema de Heron e pode ser tratado como um problema

de otimizagdo. Comegamos por posicionar a linha horizontal ao longo do eixo x com extremos em (0, 0)
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<
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Figura 10: Esquema com a curva y = x° e os pontos P e Q.

e (10,0). Assim, temos:

A=(0,3) e B=(10,5).

Seja C' = (x,0), com 0 < 2 < 10. As medidas AC e BC séo:

AC = /(z =024 (0—-3)2 =22 +9,

BC = +/(z —10)2 4 (0 — 5)2 = /(z — 10)2 + 25.

A fungao que queremos minimizar é a soma dessas distancias:

flz) = Va2 + 94 /(z — 10)2 + 25.

Neste problema, ao contrario dos anteriores, nao temos vantagem algébrica em minimizar o quadrado de

f(@).

Para encontrar o valor de # que minimiza f(x), calculamos a derivada f'(z):

- x + z— 10
VzZ+9  \/(x—10)2+25

f'(=)

Os unicos pontos criticos de f(z) sdo as solugoes da equacao (porqué?):

fl@)=0
o T n z—10 _
V2 +9  /(z—10)2 +25
T 10—«

= = .
Vaz+9 /(10 —x)2 +25
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Elevando ambos os lados ao quadrado, obtemos:

2 (10 —x)? (1)
r24+9 (10 —2)2+25
15
®x=—15\/x:Z=3.75. (2)

Com base na natureza do problema concluimos, sem recorrer a um teste de qualificagao do ponto critico,

(5

que o ponto C de coordenadas

minimiza a soma AC + BC.

Calculo da soma AC + BC:

2
15 V369

2
1 V102
BC:\/<10—45> +25 = £5z8.

A soma minima pretendida é AC + BC ~4.8+8=128. N

(e}

Figura 11: Tlustragao dos pontos A, B e C' e dos segmentos AC e BC.

Conclusao: A soma AC 4+ BC' é minima quando o ponto C' estd localizado em (%, 0), isto é, no ponto

x = 3.75 do eixo das abcissas.

A genial solugao geométrica de Heron

Heron de Alexandria (10-70 d.C.) foi um matematico e engenheiro grego que viveu na cidade de Alexan-
dria, no Egito, durante o periodo do Império Romano. A sua solu¢do geométrica para o problema
resolvido acima é de uma simplicidade desconcertante, e estd mostrada no esquema da esquerda da figura
A construgado da solugao parte de um esquema inicial contendo o segmento de reta de medida 10 e

os pontos A e B. De seguida:
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1. reflete-se o ponto B relativamente ao segmento horizontal, obtendo-se o ponto B’;
2. traca-se a reta AB’;
3. o ponto C' de intersegao desta reta com o eixo das abcissas é o ponto de minimizacao procurado.

Justificagao: na figura da esquerda, as medidas de CB e C'B’ sao iguais. Se escolhermos qualquer outro
ponto, diferente de C, sobre o eixo das abcissas, por exemplo C’ na figura da direita, as medidas de C'B

e de C'B’ sao iguais; uma inspecao do triangulo AC’'B’, indica que

AC' +C'B" > AB' = AC + CB.

Como AC' + C'B' = AC' + C'B e, temos AC' + C'B > AC + CB, pelo que AC + CB representa o

caminho mais curto possivel ligando os pontos A e B a um ponto C situado no eixo das abcissas.
» B(10,5) » B(10,5)
7z 7/

A(0,3) L7

B’(10,-5) B’(10,—5)

Figura 12:

2.3 Problemas de Otimizacao com Duas Variaveis
A otimizac¢ao de uma fungéo de duas varidveis f(x,y) consiste em duas etapas principais:

Célculo dos pontos criticos de f(x,y)

Resolve-se o sistema formado pelas derivadas parciais de primeira ordem:

fm(xvy) =0

fy(xvy) = 0.

Estes pontos, juntamente com os pontos onde nao esteja definida alguma das derivadas parciais de

primeira ordem, sao os candidatos a pontos de maximo, minimo, ou pontos de sela da fungao.

Classificagao dos pontos criticos.
Calculam-se as derivadas parciais de segunda ordem f,,(z,y), fyy(z,y) € fzy(z,y); define-se o discrimi-

nante

D= fww(xvy) fyy(xay) - (faw(xay))2
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A classificacao é feita da seguinte forma:

Se D>0e fy(x,y) >0, entdo o ponto é um minimo local;
Se D>0e fu(z,y) <0, entdo o ponto é um maximo local;
Se D <0, entao o ponto é um ponto de sela;

Se D =0, o teste é inconclusivo.

Exercicio 12. Distancia minima entre um ponto e um plano
Calcular a distancia minima entre o ponto

P(3,2,2)

e o plano

20 +y—z=4.

Resolugao. Vamos construir uma fungao que representa o quadrado da distédncia entre o ponto P e um

ponto arbitrario @) do plano. As coordenadas (x,y, z) do ponto do plano devem satisfazer a equacao
20 +y —z=4.
Escolhendo x e y como variaveis livres e escrevendo z em fungao destas, temos:
z=2zx+y—4
Um ponto genérico Q(z,y, z) do plano pode ser escrito como
(z,y,2) = (:U, Y, 2T +y — 4).
O quadrado da distancia entre P(3,2,2) e Q(x,y,2) é dado por

2
f@y) = (@=3)7+ =27+ [@z+y—4) -2
=(@=3)"+(y—-2"+ 22 +y—6)"
A fungao f(z,y) é a funcao objetivo (func¢do a otimizar) do problema. A sua minimizagdo dd-nos a

abcissa x e a ordenada y do ponto @ do plano, que estd mais proximo de P.

Simplificar f(xz,y)
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flz,y) = [2% — 624+ 9] + [v* — dy + 4] + [42? + day + y* — 24z — 12y + 36]
= (2 + 42%) 4 (¥ + y?) + 4dzy — (62 + 242) — (dy + 12y) + (9 + 4 + 36)
= 522 4 2y* + 4xy — 30z — 16y + 49.

Célcular os Pontos Criticos de f(z,y)

%:0 (522 + 2y? + 4wy — 30x — 16y + 49)". =0 10z +4y —30=0
<~ <~
9 — 522 + 2y2 + day — 30z — 16y + 49)!, =0 444y —16=0
Oy Yy
10z + 4y = 30 z=1
<~ ~
dr + 4y =16 y:%

Como as derivadas parciais sao continuas, o unico ponto critico da fungao é

(z,y) = (; 2)

Classificagao do Ponto Critico

Ja foram obtidas as derivadas parciais de primeira ordem:
0 0
—f:10x+4y730, —f:4x+4y716.
ox 0y

Para classificar o ponto critico precisamos de calcular as derivadas parciais de segunda ordem.

Calculo de f,;:

= (10z);, + (4y); — (30); = 10.

Calculo de fy,:

fyy(x,y) = (4 + 4y — 16)),

= (4x); + (4y); — (16); =4.

Ciélculo de f;, (ou fye):

foy(2,y) = (102 + 4y — 30),,

= (10z)), + (dy);, — (30, = 4.
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Por simetria (teorema de Schwarz), também temos

fyr(xay) =4.

O discriminante de segunda ordem é
2 2
D = foufyy — (fay)” = (10)(4) — (4)* = 40 — 16 = 24.

Como D > 0 e fz, = 10 > 0, concluimos que o ponto critico é um ponto de minimo local. Como é o
tnico ponto critico da fungao, é um ponto de minimo local e a funcao é continua em todos os pontos de
R? o ponto é um ponto de minimo absoluto de f(z,y). O ponto @, do plano, que minimiza f é, portanto:

75 ™ 5 4+5-12 7
Lo Y IR
Q<3’3’Z> com 2 (3>+3 3 3

Assim, Q = (%, g, %)

Caélculo da Distancia Minima

A distancia minima é:

iy = \/(xQ — 312+ (yo — 2)2 + (2 — 2)2.

Calculando cada termo do radicando:

7 79 2
rQ 3 3 3’
5 5-6 1

ye 3 3 3
7 7—6 1
—2:——2: = —.

Q 3 3 3

Obtemos, finalmente, a distancia minima

() () () =i

Conclusao: A distdncia minima entre o ponto P(3,2,2) e o plano 2z +y — 2z =4 ¢ %

3 Integrais

Os integrais definidos

1= / ’ fla)a
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servem, genericamente, para calcular ‘dreas’. O significado do produto f(x)dx depende do significado da

fungéo integranda f(x). Por exemplo, se :
e f(z) e x forem comprimentos, entdo I representa uma drea geométrica;
e f(z) for uma velocidade e x representar o tempo, I representa uma distdncia percorrida;
e f(x) for uma forga e x representar uma distancia, I representa um trabalho realizado;

Na figura [13| a funcdo A(x) representa a drea da regiao definida pelo grafico de f(x) = 4 e pelo eixo das

abcissas, no intervalo [0, z]. Por exemplo, a drea do retdngulo sombreado na figura é

A@2) = /024 dz = 41:‘3 — 4(2) — 4(0) = 8.

Figura 13:

3.1 Propriedades dos Integrais

a e b representam constantes; f e g representam funcoes.

Propriedades Operativas dos Integrais
Linearidade: Jlaf +bg)dz=a [ fdx+b[gdx
Integral de um Produto: [ flgde=fg— [ fg' dx

Regra da Substituicao (Mudanga de Varidveis):
J fg(@))g () dz = [ f(u)du, com u = g(z)
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Teoremas Fundamentais da Integracao
Teorema Fundamental do Calculo - Parte I:
Se F(x) é uma primitiva de f(z), ento:

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a)

Teorema Fundamental do Calculo - Parte II:

Se f é continua num intervalo e definimos a funcao:

Pla) = / " r)at

entao F'(x) = f(x), ou seja, a derivada da integral acumulada é a prépria fungao integrada.

Teorema do Valor Médio para Integrais:

Se f é continua em [a,b], entdo existe um ponto ¢ € (a,b) tal que:

1
b—a

/a ' fa)de = £(e)

Isto significa que se a fungao for ndo negativa no intervalo [a,b], a drea do retangulo de

medidas f(c) e (b — a) é igual ao valor do integral.

Integracao de Funcgoes Racionais
Uma funcao racional é uma divisdo de polinémios p(z)/q(x).

4

m fungéo racional imprépria: grau(p) > grau(q)
5 fungio racional propria: grau(p) < grau(q)

—_— ungao racional prépria: grau rau

22+ 27 11 G prop g p g q

A integragdao de uma fungdo racional [ %dw consiste em 3 etapas.

1. Dividir p(x) por ¢(z) se a funcao racional é imprépria, obtendo-se

sendo Q(z) um polindmio e R(x)/q(x) uma funcao racional prépria.

2. Decompdr em fracgoes parciais a fungao racional prépria R(z)/q(z), ou a funcdo p(z)/q(x) se

nenhuma divisdo foi efectuada.

3. Integrar a expressao resultante de p(x)/q(z) depois da decomposi¢ao em fragdes parciais.
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Decomposicao de fungoes racionais em fracgoes parciais

Uma funcdo racional prépria pode ser decomposta numa soma de frac¢des parciais mais simples. Esta
decomposigao é 1til para a integragdo de fungoes racionais. Dada a fungao racional p(z)/q(z) na qual
q(x) aparece factorizado em expressdes dos tipos (z — r)¥, ou (22 + bx + ¢)° e ay,, sendo a,, o coeficiente
da poténcia de = mais elevada em ¢(z), a sua decomposi¢ao em fracgdes parciais faz-se como mostram os

exemplos seguintes (ver em detalhe na Sebenta).

Exemplo 1.

=

B
1+at—2

: 1 _
O wwes ==

+

. 2z—1 A B
i) e == T 72

z242 _ _A B C D
(i) P = e T @z T 201 T 73
: z3-2 _ A B Cz+D
(IV) (x2+z+1)x2 — 22 + T + z24x+1

Cada uma das parcelas que aparece nos segundos membros destas expressoes designa-se por frac¢do
parcial de p(x)/q(z). As constantes A, B,C, etc, designam-se por coeficientes da decomposigao. Deve
atender-se o seguinte:

1. A decomposigao de uma fungao racional prépria p(z)/q(x) em fracgdes parciais, sem o cédlculo dos
coeficientes, ¢ feita com base na factorizacao de ¢(x), ignorando p(z). O numerador p(x) s6 é considerado
no calculo dos valores dos coeficientes, nao sendo considerado na obtencao das decomposigoes em fracoes
parciais, como as exemplificadas acima.

2. As fraccbes parciais correspondentes a termos quadraticos az? + bz + ¢ com rafzes complexas, tem que

ter no numerador uma expressao linear da forma Az + B.

Exercicio 13. Calcular o integral

Resolugao.

— Comecamos por fatorizar o denominador,

— Decompomos a fungao racional numa soma de fracgdes parciais.

1 A B
(z+1)(x72):$+1+:1772 )

— Calculamos depois os coeficientes A, B.
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— Comega-se por eliminar as divisdes em , multiplicando ambos os membros pelo denominador

do primeiro membro, (z + 1)(z — 2). Obtém-se

1 A B

CrD@—2) o441 z-2

el=A(x—-2)+ Bz +1).

— Expande-se o segundo membro desta igualdade e agrupam-se os coeficientes de iguais poténcias

de x.
1=(A4+ B)x+ (B —2A)

Fazendo 1 = 0z + 1 no primeiro membro e igualando os coeficientes de iguais poténcias de x
nos dois membros, obtemos o sistema de equagoes lineares
A+B=0

—2A+B=1

cuja solucdo é A =—-1/3e B=1/3.

Podemos verificar que a decomposigido é correcta, substituindo os valores de A e B na equacdo (4)) e
mostrando que se obtém uma identidade.

Calculamos agora o integral.

- e
_ -1/3 . 1/3 de
?&61/2;:0 +x/2123d:c
z+1 z—2
1

1
= fgln(|9: +1]) + gln(|:c -2))+C

Se p(x)/q(x) é uma funcdo racional imprépria, devemos previamente dividir os polinémios antes de

procedermos a decomposicao em fragoes parciais da funcao.

p(z) + g(z) = Polinémio + Fungao Racional Prépria.

Exercicio 14. Escrever cada uma das fungoes racionais impréprias como a soma de um polinémio e
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30 Notas das Aulas — Célculo II, 3.1 Propriedades dos Integrais

uma funcdo racional prépria.

23 +3 xt—2
(@)= O RN Rw

T4 —x—2

Resolugao. Os resultados estao apresentados na figura[l4 M

x3 +2 x2-x—-2 x4 -2 | (x2+x+1)x2
r? 4 2z z+1 xt + 23 + 22 1
3r+4 —3 — 2% -2
342 3x+4 ) _ —x3—x2-9
22 7T + 1+ ) (x24z+1)z2 1+ (z24z+1)x?

Figura 14: Divisao Polinomial.

No caso da alinea (a), por exemplo, podemos escrever

3 +3 3z +4
_— = 1 —_— .
/mQ—x—de /(J;—l— )dx+/x2_x_2dx

Que tipos de integrais temos que resolver?

As fracgoes parciais que podem aparecer numa decomposi¢ao sao dos quatro tipos seguintes:

tipo II: ———
T—r 1o (x —r)k

Az + B tino TV Az + B
—_— i e
2 +bxr+c P (az? + bz + c)k

tipo I:

tipo III:

sendo k > 2 um inteiro positivo, A, B, constante reais, e az? + bz + ¢ um polinémio com duas raizes
complexas conjugadas. Sabendo integrar cada uma destas fungoes, podemos integrar qualquer fungao

racional. Vamos resolver os casos I, II e III. Na Sebenta estd resolvido um exemplo do caso IV.

Integrais do tipo I:

A resolucao deste tipo de integral é

A 1
/ dac:A/ dz = Aln|z —r|+C.
T—r z—r
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31 Notas das Aulas — Célculo II, 3.1 Propriedades dos Integrais

Integrais do tipo II:

A resolugao deste tipo de integral é

A B B B (x —r)~k+t
/7($_r)kda: = A/(x—r) Fde = T +C

Integrais do tipo III:
/ Axr+ B
———dx
2 +br+c

Vamos resolver alguns integrais que nos vao ajudar a tratar este caso.

Exemplo 1.
2z 44
——d

/ 2+ 4x — 8 “
Este integral é do tipo

ul

/—dx = Inlu| +C,
U

com u = x2 + 4z — 8.

Resolve-se da forma

2 4

Os exemplos seguintes sao casos particulares do integral

u/
/mdx = arctan(u) + C. (5)

Exemplo 2.

1
—d
/1—1—9;2 o

E um caso particular do integral , comu=zeu =1

1
/mda: = arctan(x) + C
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32 Notas das Aulas — Célculo II, 3.1 Propriedades dos Integrais

Exemplo 3.

2
/ — % &
1+ 322

Por ser 14322 = 1+ (v/32)2, obtemos um caso particular do integral (5)), com u = v/3z ¢ v’ = v/3.

/H—%dw = 2/ 1+(ifx \[/ T = %arctan(\/gx)—FC’

Exemplo 4.

1
/7613;
34 22

Por ser

3422 — 3(1+;’m2> - 3<1+ (\%)2>

obtemos um caso particular do integral 7 comu=z/vV3eu =1/V/3.

/ﬁlﬁdx = /W f/ 1/\[ = %arctan (%) +C
Exemplo 5.
/wdx (6)
Por ser

bl =20 6nd)) 20 (B )

obtemos um caso particular do integral , com u = % (a: + %) eu = % Podemos escrever

1 . 1 x:l 2/\/3 .
[y /(H( b)) G

Exemplo 6.

1
—d
/x2+x+1 o
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33 Notas das Aulas — Célculo II, 3.1 Propriedades dos Integrais

Vamos reduzir este integral ao caso anterior. Efectua-se previamente uma transformagio sobre
a expressdo 2 4+ z + 1, designada por completamento do quadrado. Trata-se de determinar as

constantes A, B e C tais que
?+z+1 = (Az+ B)* + C.
Expandindo o quadrado do binémio no segundo membro,
> +x+1 = A%2?4+2ABx+ B2 +C,

obtemos A =1 e B = 1/2 (igualdmos os coeficientes de iguais poténcias de x nos dois membros)ﬂ

Substituindo estes valores de A e B na igualdade, temos

1
24+l = x2+x+Z+C7

el=1/4+¢c, ou C = 3/4. Finalmente
2
2?4+l = <x+> + .

O integral pode ser indicado da forma

e resolvido como se viu no exemplo 5 acima.

Vamos agora resolver um integral do tipo III.

Exercicio 15. Integral do tipo III

Resolver o integral

dx — 2
I = —dx. 7
/x2+1’+4 v (™)
Resolucgao.

1. Escrever o integral (@ como uma soma de integrais, da forma

4x — 2 4x -2
I= | —"de = | ——d S 8
/$2+x+4x /:z:2+x+4 CEJF/:z:ZHLz:+49” (8)

1Recordar que dois polinémios séo idénticos se tém os mesmos coeficientes das poténcias de = com iguais expoentes.
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34 Notas das Aulas — Célculo II, 3.1 Propriedades dos Integrais

2. Resolver o primeiro integral do tltimo membro de .

/a:Q ﬁi+4dm - 2/:52 4—2§+4dz - 2/:26231;;}1@
= [ wra [t
Substituindo esta expressao no ultimo membro de , temos
I = 2/%(155%—/#@@0—#/#@&%
= 2/ %dm + / ﬁdw. (9)
Designando por I; o primeiro integral de (@, podemos escrever

2z + 1 9

3. O segundo integral na expressao @, designemo-lo Iy, é do tipo indicado no exemplo 6 acima.
Comecamos por obter o completamento do quadrado do polinémio no denominador da funcao

racional.

1\ 15
P +r+4 = (Ae+BP?+C = (x+2) L2

O integral I, fica

I = / = ~dw = 7%5 ! 5dx
f(l—i—(\/%(m—&—é))) 1+ (2 (@4 1)

ou

2/4/1 2 1
I, = —\/8>/ /V15 sdr = —%arctcm ( (x+2>) + Cs, Cy € R.
15 1+(\/%(x+1)) 15 15

4. Finalmente, o integral de (7) fica

8 2+ 1
I =1L+1, = 2Wn(|lz®°+z+4 —arctan( )—l—C.
1 2 (| |) \/E \/E

3.1.1 Exercicios

Exercicio 16. Calcular a distancia minima do ponto P(3,2) & circunferéncia x2 + y? = 4.
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35 Notas das Aulas — Célculo II, 3.1 Propriedades dos Integrais

Exercicio 17. Efetuar o completamento do quadrado.

(a) 42® + 42 + 5 (b) 222 + 8z + 10 (¢) 322 — 120+ 7 (d) 5% — 10z + 15

Exercicio 18. Sobre o problema de Heron, na pagina [19]
1. Da férmula deduzir a férmula .

2. Resolver geometricamente o problema se os pontos forem A(0,3), B(10,3).

Exercicio 19. Efetuar as divisoes indicadas. Para cada caso, representar a divisao na forma

Dividendo = Divisor - Cociente + Resto.
(a) (42® +4z+5) = (22 —1) () (=32° +2? —dx +5) + (2* +22+2) (¢) (2> —1) = (x +1)

Exercicio 20. Para cada caso, verificar que cada valor r indicado é uma raiz do polinémio p(x), isto é,
que satisfaz p(r) = 0. Mostrar que a divis@o p(z)+ (x —r) tem resto zero. No caso da alinea (b), fatorizar

o polinémio no produto de uma consante por polinémios do 12 grau.

13 5 15 1
(a)p(.’l)):3:1;5—‘,—?1‘4_51-3_?332_5%4'_1’ ’f‘Zl, r=-—1

() p(z) =22> +20 -4, r=-2,r=1

Exercicio 21. Resolver os integrais (estuda a secgdo de Integragdo de Fungdes Racionais)).

4o —2 x 2z —1
(a) /x2+x—|—4dx (®) /2x2—|—x+4dx (c) /(x+1)(x—2)dx'

3.1.2 Revisoes

Ao longo do semestre deves resolver todos os exercicios que se seguem.

Exercicio 22. A distancia, em quilémetros, em fungao do tempo, em horas, percorrida por um automovel,
¢é dada por d(t) = 50t + b. (i) Se d(5) = 164, determinar o valor de d(7.5) usando a menor quantidade de

célculos possivel. (ii) Quais as unidades e os significados fisicos das constantes 50 e b?
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Exercicio 23. Calcular as derivadas das fungoes. Se cada funcao representar o custo, em euros, de x

gramas de um produto, qual o significado da fungao derivada?

(@) f@) =V () fo) = V2 —2a? (©) f(x) =In(lz])  (d) f(z) = In(|sin(x) — 2z])
(e) f(z) = e” (f) flz) = =3e7>*7! (9) f(x) = cos(z) (h) f(x) = V- cos(4x)
(i) f(z) = tan(z)  (j) f(z) = (tan(3z) = 22))* (k) f(x) =2*T" () f(z) = arctan(z)

Exercicio 24. Calcular as primitivas das funcoes. Se cada fungao representar a velocidade, em

(metros/segundo), e x representar o tempo, em segundos, quais as unidades das fungbes primitivas?

(a) f(z) = Va (b) f(x) = In(|x|) (c) f(z) =€® (d) f(z) = —3e~32"1
(e) f(x) = cos(x) (f) f(x) = Vx - cos(4x) (9) f(z) = tan(x) (h) f(z) = arctan(x)

Exercicio 25. Para cada uma das fungoes no exercicio calcular, se possivel, f13 f(z)dz. Interpretar

o significado fisico do resultado.

TPC — entregar na Semana 5

1. Sessao de trabalho com o ChatGPT: revisao sobre Derivadas Parciais
Escreve os seguintes prompts no ChatGPT e analisa as respostas. No TPC deves colocar apenas o

que ¢é pedido a bold.

(a) FExplica o que é a derivada parcial de uma fungao de trés formas: 1) Como se eu fosse um
estudante de 14 anos; 2) Como se eu fosse um estudante do ensino superior; 3) Como se eu

fosse o vencedor de um Prémio Nobel e tivesse QI 200.

(b) Resolve detalhadamente dois exemplos de cdlculo das derivadas parciais de primeira e de se-

gunda ordens de uma funcao.

(¢) Dd-me duas fungdes para eu treinar os cdlculos de derivadas parciais de primeira e sequnda

ordens. Apresenta os calculos de uma delas no teu tpc.

(d) Resolve um exemplo com alguns erros, mas nao digas onde estdo para eu descobrir. Em nao

mais de uma linha, apresenta um qualquer dos erros detetados.

(e) O que significa f;(2, 1) = =22 Apresenta uma aplicagdo muito simples deste resultado, na
engenharia ou na andlise de fungoes. Escreve o significado, em nao mais de duas

linhas.

2. Resolver os exercicios

18, 19 (a), 20 (b), 21 (b), 23 (j), 24 (b d), 25 (d).
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3. Pergunta ao ChatGPT: Em matemdtica, o que significam os termos majorante e minorante ?

Da exemplos. Escreve um exemplo para cada um dos termos, em nao mais de uma linha

para cada.
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