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Capitulo 1. Complementos sobre Derivadas e Integrais

e Aritmética e Andlise Dimensional e Derivacao da Fungao Implicita
e Derivada e Diferencial e Otimizacao de Funcoes de Uma Varidvel

e Regra de L’Hopital

As operacoes aritméticas, +,—,+, X, e a operacao de limite, permitem construir os operadores de

derivacao e integracao, que sao o coracao do Célculo.

Aritmética e Analise Dimensional

Os operadores aritméticos, +, —, z,+~, também conhecidos por operadores racionais, sdo os elementos de
operagao mais simples para construir grandezas novas a partir de grandezas conhecidas. Na engenharia, a
adicao e a subtraccao a + b requerem que os operandos a, b tenham as mesmas unidades. Nao podemos, por

exemplo, somar metros com litros.

Mas nem sempre duas grandezas que se exprimem nas mesmas unidades podem ser somadas ou subtraidas.
Por exemplo, o torque de uma forga F sobre um corpo em relagdo a um dado ponto (mede a contribuicdo da
forga F para a rotagao do corpo em torno do ponto) tem como unidade o N.m (Newton.metro). A energia
cinética fornecida a um corpo por uma forga actuante F', ao longo de um dado percurso, também tem como
unidade o N.m (ED No entanto o torque nao é uma forma de energia, pelo que nao podemos somar, subtrair,

ou igualar torque e energia cinética.

A multiplicagdo a X b produz uma grandeza que varia proporcionalmente a a e a b, se estas forem inde-
pendentes entre si. Por exemplo, forca x distancia representa o trabalho produzido pela forca actuante
sobre um corpo ao longo de um trajecto, e é igual a variagao da energia cinética do corpo entre o inicio e o

fim do trajecto. A divisdo a + b é importante para esclarecer a proporgao relativa de duas grandezas.

Exemplo Divisao

Na parte direita da figura[I]estd efectuada a divisdo 6--2. Supondo que o dividendo 6 representa o nimero de

INeste caso, mas nao no caso do torque, o N.m também se escreve J, de Joule.
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pacientes e o divisor 2 representa o niimero de médicos, entao o cociente 3 representa o nimero de pacientes

por médico. O cociente 3 também significa o niimero de vezes que o dividendo 6 contém o divisor 2.

M 6 pacientes
6" 2"

o° 3p/m
m 2 médicos

Figura 1: Divisao

Exemplo Pz

A figura [2] contém um circulo cujo didmetro tem medida d e o perimetro tem medida p. A figura contém
também dois segmentos de recta, tendo o de cima medida p e sendo o de baixo formado pela concatenacao
de trés segmentos, cada um deles com medida d. Estes dois segmentos mostram que o perimetro é um
pouco superior ao triplo do didmetro, ou seja p = 3,--+ x d. A constante de proporcionalidade 3,--- é
a mesma para todos os circulos, independentemente do diametro, porque se ampliarmos ou reduzirmos a
figura, obtendo circulos de maior diametro, ou circulos de menor didmetro, todos os elementos da figura se
ampliam ou reduzem na mesma proporg¢ao, incluindo os segmentos de recta. A constante 3,---é o nimero
m. Em conclusao: num circulo, a cada unidade do didmetro d correspondem 7 unidades do perimetro, o
que significa que p +d = 7. E muito interessante que o famoso nimero 7 seja um subproduto da operagao

aritmética de divisdo.

(o)™
d dimetn Dllj— p="rd
p

d d d

Figura 2: O ntmero 7 é um subproduto da divisao.

Exemplo Taxa de escoamento

A figura [3] representa um tanque para o qual é escoado um liquido. A quantidade de liquido no tanque
(litros) em fungdo do tempo (segundos) é dada por ¢(¢) = 2¢t. No instante t = 0s temos ¢(0) =2x 0 =01/, 0
que significa que de inicio (quando comega a observagao do processo) o tanque estd vazio. Ao fim de ¢t =2s
o tanque contém ¢(2) = 2 x 2 =41 de liquido.

Consideramos agora dois instantes distintos, t; e t3, com ¢y > t;. Vamos determinar o cociente entre a
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h(t)i =t

Figura 3:

quantidade de dgua escoada para o tanque no intervalo de tempo t; — t; e este mesmo intervalo.

Aq _qltz) —q(ta) _ 20 =2t 2ty — ) —21/s (1)
At to — 11 to — 11 to — 11

O valor 21/s designa-se por taza de escoamento (da torneira). Designacoes alternativas sdo débito, vazdio
ou caudal. Este valor da taxa de escoamento diz-nos que sao despejados no tanque dois litros de dgua por
segundo. E um valor constante no tempo. Podemos confirmar graficamente este valor constante da taxa
de variagdo de ¢ com t, observando que o grafico de ¢(¢) é uma recta (fig. . O cociente da variagao das
ordenadas de dois pontos do grafico pela variacao das suas abcissas é o mesmo para quaisquer dois pontos

escolhidos. Este cociente é o declivd?] da recta.
q(t) q(t)=2t

Aq
At

Figura 4: Sobre uma recta, a taxa de variacao média é constante.

Anilise dimensional da férmula ¢(t) = 2¢

lit
q(t) = 2t — litro = &segundo & litro = litro (2)
segundo

A férmula é dimensionalmente correcta.
Exercicio. Se a base do tanque tiver de drea Am?, escrever a expressao da funcdo que representa a altura

de dgua no tanque, h(t), em metros, em func¢do do tempo ¢, em segundos.

Exemplo Velocidade

A faixa cinzenta na figura [5| representa a trajectéria de um veiculo cuja distancia ao ponto 0 é d(t) = 2t
quilémetros, sendo ¢t o tempo (horas). Queremos calcular a velocidade do veiculo no instante t = 2. A

velocidade do veiculo em relagdo & origem 0 é a taxa de variacao da distancia d(¢) & origem com o tempo

2Tangente do angulo formado pela recta e pelo eixo do tempo.
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t. Temos pois um célculo semelhante, na forma, ao efectuado no exercicio anterior. Vamos calcular Ad/At

usando os instantes t e t + At.

Ad dt+At) —d(t)  20t+At) -2t 2t +2At -2t 2At
At t+At—t At - At _At_zkm/h (3)

O veiculo desloca-se com a velocidade constante (em mddulo) de 2 km/s ao longo da sua trajectéria. A sua

velocidade no instante t = 2h é de 2km/h.

d(t) d(t+At)

0
| | |
t t+At
Figura 5:
Anilise dimensional da férmula d(t) = 2t
dt) =2t — km = hm hora < km = km (4)
N ~ hora N

A férmula é dimensionalmente correcta.
Exercicio. Em que instante atinge o objecto a distancia a origem d = 3 km? Escrever a expressao da fungao

p(t) que fornece a distancia do objecto ao ponto situado a 3 km da origem, no sentido do movimento.

Derivada e Diferencial

A fungao derivada f'(x) é o velocimetro da fungdo f(x), no seguinte sentido: dado um ponto (a, f(a)) do
grafico da funcdo f(x), o valor da derivada da fungéo para x = a, f/(a), corresponde ao declive da recta
tangente ao gréafico de f(z) no ponto & = a, indicando a rapidez com que f(x) estd a variar com x no ponto

onde é calculada. O ntmero f’(a) diz-se & taza de variagdo instantinea de f(x) com x no ponto a.

Como vimos nos exemplos anteriores, a taza de varia¢do média de uma grandeza com outra precisa de dois
pontos do gréfico para ser calculada. No entanto, se dispusermos da fun¢ao derivada de f(z), f'(z), basta-
nos um valor de z, seja = a, para calcular a taxa de variagdo instantdnea no ponto dado, f’(a). Vamos de
seguida recordar que é o operador limite matematico que permite construir esta espécie de radar matemaético
capaz de nos indicar taxas de variacao duma funcao usando a informacao de um sé pontoﬂ A derivagao é

um operador de divisao sofisticado, capaz de responder a casos do tipo 0/0 em que a divisdo aritmética falha.

30 radar que a policia usa também precisa de, pelo menos, dois instantes distintos para determinar a velocidade dos veiculos.
O radar fornece uma velocidade média. Como os instantes usados sdo muito préximos, o veiculo ndo tem tempo suficiente para
variar significativamente a sua velocidade entre esses instantes.
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Exemplo Velocidade Instantanea

No lado esquerdo da figura |§| estd o grafico da fungao d(t) = t?, para t > 0, sendo d(t) a distancia de um
veiculo em movimento relativamente a um ponto, em quilémetros, e ¢ o tempo, em horas. Queremos saber
qual a velocidade do veiculo no instante ¢t = 2 h. E imediato verificar que a velocidade deste veiculo nao é

constante.

t=0h = d(0) =0% =0km
t=1h = d1)=1>=1km

t=2h = d(2) = 2% =4km

Na primeira hora, t = 0 a t = 1, a distancia percorrida é de 1 km, o que d4 uma velocidade média de 1 km/h.

d(t) 4 d(t) A

b b |- recta tangente

t+Yy

t

Figura 6: A derivada é o limite de uma sequéncia de valores médios.

Na segunda hora, t = 1 a t = 2, a distancia percorrida é de 3 km, o que d4 uma velocidade média de 3 km/h.
Suponhamos que queremos calcular a velocidade no local do percurso correspondente ao ponto a na figura.
Intuitivamente sabemos que usando o ponto a e outro ponto qualquer para calcular a velocidade média,
quanto mais proximos os dois pontos estiverem menos espago tem o veiculo para mudar a velocidade. Por
outras palavras, se uma fungao é continua monoétona num certo interval(ﬁ de valores de x, entao quanto
menor for a diferenca entre as abcissas de dois pontos do dominio da funcao, menor é a diferenca entre as
ordenadas dos pontos. Mas, enfim, alguma distancia deve haver entre as abcissas dos pontos, de contrario
nao seria possivel calcular a velocidade média. Mas a velocidade no ponto a pode nao ser representada
exactamente por uma velocidade média, por muito proximo que esteja o ponto a do segundo ponto usado
para esse calculo. A forma de ultrapassar esta limitacdo consiste em usar o operador de limite matemdtico
da seguinte forma: fixa-se o ponto a = (t,,d(t,)) e faz-se a abcissa t, + At do outro ponto usado para

calcular a velocidade média tender para a abcissa de a. Isto corresponde a considerarmos pontos cada vez

4Crescente no intervalo, ou decrescente no intervalo.
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mais préximos e a obtermos, no limite, pontos infinitesimalmente préximos:

d(te + At) —d(ta) i (ta + At)? — (ta)?

Alir—?o At A0t FAL—t, Ao At (5)
Lo (ta)? 20 A (AN = (t)* L 2t AE+ (A B
= A Al SA T A T AP A0 =k (6)

2t, ¢é a derivada da fungao d(t) = t2 no ponto t, e escreve-se d’ (ta) = 2tq. E o limite da taxa de variagao
média de d com t e designa-se por taza de varia¢ao instantinea de d(t) no ponto t,. Representa o declive
da recta tangente ao gréfico de d(t) no ponto de abcissa ¢, (ver imagem a direita na ﬁgura@. A velocidade

do vefculo no instante t =2h é de d'(2) =2 x 2 =4km/h.

Na ﬁguram representa-se o grafico de uma funcao f(x) e o grafico da sua recta tangente no ponto de abcissa
xo. Note-se que a equagao da recta tem a forma y = f’(z¢)z + b, sendo m = f'(xg) o declive da recta. Se
a fungdo f(z), a partir do ponto de abcissa xg, variasse com a taxa de variacao instantinea f’(z() que tem
neste ponto, entao o valor de f(x) para x = zo+ Az seria o fornecido pelo grafico da recta, f(xg)+ f/(zo)Aw,

em vez do valor f(zo + Az) dado pelo gréfico de f(z).

Designa-se por diferencial da funcdo f(x) no ponto de abcissa xg, relativo & variacdo Az da abcissa, a
expressao f'(xg)Az, e escreve-se df = f'(xo)Ax, ou df = f'(xp)dx, sendo dr = Ax o diferencial da varidvel
xz. Note-se que dx é independente de x uma vez que, dado um valor x = x(, somos livres de escolher a

variagdo de Az de .

Y y=mx+b=f'(x,)+b
f(x )+ (X )AX [y

f(X,)

—f(x)

i
X XgtHAX  x

Figura 7: Recta tangente: é uma aproximante linear da funcao no ponto de tangéncia.

Em resumo, dada uma fungado y = f(z) e dois pontos do seu dominio, zy e xg + Az, a variacao da fungao
entre estes dois pontos escreve-se Af = f(xg + Az) — f(xg) ou Ay = f(xg + Az) — f(x0). O diferencial da
fungao para r = xg e para a variacdo Ax de x escreve-se df = f'(xg)dx e representa a variacao de ordenada

correspondente aos valores z e xg + Az, medida sobre a recta tangente ao grafico de f(x).

O diferencial pode ser usado para estimar uma variagao pequena de uma funcao, do modo que a seguir
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se descreve. Sejam xg e xg+ Az dois valores do dominio da fungao f(z), monétona e derivavel num intervalo

contendo g e xg + Az. Seja f'(xg) a derivada da funcao para x = xg, isto é:

. Af . flzo+ Ax) — f(z0) ,
Jim = Jim SEEEE R = (o) (7)

Se calcularmos o cociente Af/Az para um intervalo Az pequeno, ndo nulo, temos

Af

i f(xo) + aAz (8)

em que o — 0 quando Az — 0. Por consequéncia podemos escrever

i—i = f/(x0) + oAz & Af = f'(x0)Az + a(Ax)? (9)
& f(zo 4+ Azx) — f(zo) = f'(x0) Az + o Az)?. (10)

Se Ax é muito pequeno, podemos desprezar (Ax)? e obtemos

f(xo + Az) =~ f(xo) + f'(x0)Az. (11)

Exemplo Aproximacao do valor de uma fun¢ao num ponto

Vamos usar o diferencial da fungao f(xr) = /z para calcular um valor aproximado de v/4.01. A funcao

y = /x é crescente em todo o seu dominio. Seja zg = 4 e Az = 0.01. Vamos calcular os termos da expressao
1
fl@o 4+ Az) = f(xo) + f/(0) Az < VA + 0.0l ~ V4 + mu:4 x 0.01. (12)

Sabemos que f(4) = V4 = 2 e que f'(4) = 1/(2v/4) = 1/4. Substituindo estes valores na tltima aproximacio

da expressao anterior, obtemos
v4.01 =2+ 0.01/4 = 2.0025 . (13)

Este valor tem um erro inferior a uma décima de milésima, dado que os primeiros seis digitos do valor

fornecido por uma calculadora sdo v/4.01 = 2.00249.
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Algumas Aplicagoes das Derivadas.

A operagao de derivagao é usada quando é necessédria informagao sobre a taxa de variacdo de uma grandeza

com outra.

Regra de L’Hopital

A regra de L’Hépitaﬂ permite resolver alguns casos de indeterminages dos tipos 0/0 e co/co que ocorrem
no calculo de limites de cocientes.

Teorema (regra de I’Hépital). Sejam f e g fungoes derivdveis num intervalo aberto I, excepto, even-
tualmente, num ponto a € I. Suponhamos que g'(x) # 0, para todo o x # a no intervalo 1. Valem os

sequintes resultados.

1. Se lim f(z) = limg(x) =0 e lim £&) = 1, (podendo ser L € R, ou L = £00, e a € R, ou a = +0),

T—a T—a w—>a9/(m)

entao

. flx) L flz
lim = lim
z—a g(x z—ag'(x)

=L

2. Se lim f(x) = limg(z) = 0o e lim @) g, (podendo ser L € R, ou L = +00, ea € R, ou a = £00),

T—a T—a a9 (@)

entao

A
lim i zlimf(x

= L.
rhag(z) ~ aveg(v)

f(z) f(=z)

A intengao desta proposicao é trocar o calculo do limite de e pelo célculo do limite de oL esperando
que o segundo calculo seja mais simples que o primeiro.
Exemplos
Exemplo 1.
2 2 /
-1 -1 2
lim —— = limu = lim = = lim 2z = 2 (14)
z—1 1 — ]_ r—1 (x — ]_)' z—1 1 rx—1

A esquerda, na figura |8 estdo representados os gréficos das duas fungoes f(x) = 22 — 1 e g(z) = =z — 1.
Os gréficos contém ambos o ponto (z,y) = (1,0). A direita na figura estd representada uma ampliacio

destes dois gréficos, numa vizinhanga do ponto (1,0). Os graficos aparecem-nos quase lineares. Ambas as

5Guillaume Frangois Antoine - Franca -(1661 - 1704), marqués de L’Hépital.
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f(x)=x%1 y=F(1)(x-1)

y=g'(1)(x-1)

0.8

N
IS

g(x)=x-1

Figura 8: Duas fungoes e suas rectas tangentes para x = 1.

fungoes tém derivada no ponto x = 1, admitindo por isso uma recta tangente no correspondente ponto do
grafico. Quanto menor for a vizinhancga considerada, mais ‘parecidos’ ficam os graficos das fungées com os
das respectivas rectas tangentes. Se usarmos as equacgoes das rectas para calcular o limite anterior, obtemos
uma justificagio intuitiva da regra de L’Hopital para este tipo de caso. Sabendo que f/(z) =2z = f/(1) =2

eg'(r) =1=¢'(1) =1, podemos escrever (recordar a definicao de diferencial)

fl@) = f) = f 1)z 1)

g9(x) —g(1) = g'(1)(z - 1).

i L@ _ o W=D ) ) 2
e=lg(e)  emlg((e—1)  @o1g'(1)  g(1) 1

Note-se que neste exemplo, lim,_,; % = g :8; Tanto f(x) como g(z) tém derivadas continuas no

ponto z = 1. No entanto, a regra de L’Hopital nao exige que as funcoes tenham derivada no ponto de limite,

2+In(z)
In(x)

mas sim que o limite do cociente das derivadas exista. Por exemplo, lim,_,q é igual a 1, valor que se
obtém aplicando a regra de L’Hopital. Nenhuma das funcées, no numerador e no denominador, tem derivada
no ponto zero.
Outra forma de calcular o limite do exemplo 1 é

r? -1 . (z=1)(x+1)

o=y ~lim (o - Ime+r=2 (15)
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Exemplo 2. A regra de L’Hoépital pode ser usada repetidas vezes.

—9)2 —92)2Y 2w —9 2z —2)Y
fm @222 (@227 o ogm 22y, GE=2)
252 —e* 24+ x—1 192 (—er 24z —1) 22 —em 241 | amd (—et2 1 1)

2 2

z—2 —el™ -1

O primeiro limite na expressdao anterior representa um caso do tipo 0/0. A primeira igualdade corresponde
a aplicagdo da regra de L’Hopital. O terceiro membro volta a ser um caso de 0/0. A terceira igualdade
corresponde a uma nova aplicacao da regra de L’Hopital, que permite obter o valor do limite.

f(=)

entao este é igual a lim <%, mas nao
s—a 9(T)

f:(w)

Exemplo 3 A regra de L’Hopital afirma que se existe lim ,
z—a 9 (%)

podemos tirar nenhuma conclus@o se o primeiro limite ndo existir. Assim, apesar de existir o limite

x
lim — =1 e?
00 T sen(z) (porqué?),

se aplicarmos a regra de L'Hopital (podemos fazé-lo porque se trata de um caso do tipo co/o0), obtemos

: T . (z) :
lim —— = lim ————— = lim ———.
z—oo T + sen(x) z—oo (2 + sen(x))’ z—o0 1 4 cos(x)
O dltimo limite nao existe (porqué?). Podes ver um [video sobre este tema produzido pelo MIT (c6digo QR
em anexo).
Exemplo 4 O limite seguinte, do tipo oco/oco, representa um caso que regra de L’Hopital nao resolve.
(z) 1

lim ———— = lim —— = lim

e VIT a2 o (VT ad) | e i

Consegues mostrar que o valor do limite é 17

Derivacao da Funcao Implicita

Uma fungao diz-se representada na forma implicita se a equacao que lhe corresponde nao estd resolvida
em ordem a varidvel dependente y. A funcdo diz-se representada na forma ezplicita se a equacao que lhe

corresponde esta resolvida em ordem a variavel dependente y.

Exemplos



https://www.youtube.com/watch?v=QKXAd2PhZGY
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y=3x+2 forma explicita da equagdo de uma recta

y—3x =2 uma forma implicita da equagdo da mesma recta
y—3xr—2=0 outra forma implicita da equacao da mesma recta
y=a2>—-3x+2 forma explicita de uma funcao quadrética

2 —y =3z —a° uma forma implicita da funcao anterior

O aspecto caracterizador de uma fungao y = f(x) é haver uma correspondéncia univoca entre cada valor de
x e o correspondente valor de y. Por outras palavras, a cada valor de x corresponde um e um s6 valor de y.
A equacio y? = x nao representa uma fungao y = f(z), porque a cada valor de x correspondem dois valores,

+y/z, da varidvel y (figura E[) Podemos considerar que a equacdo implicita y? = x representa duas funcdes,

(2,Vz)

Figura 9: Gréfico da equacdo y? = x.

respectivamente, y = /x se considerarmos apenas valores de y niao negativos, e y = —+/T se considerarmos
apenas valores de y nao positivos. O Teorema da Funcao Implfcitcﬂ permite, sob certas condicoes, saber
se, numa vizinhanga suficientemente pequena de um ponto (x,y) do grafico duma equagao implicita, esta
equagao define uma fungao. No grafico da direita, na figura[d} podemos ver que a equagao define uma fungao

numa vizinhanca do ponto (z,y) = (2,v/2), mas ndo numa vizinhanca do ponto (z,y) = (0,0) (porqué?).

Existem fungoes definidas por equagoes implicitas que nao podem ser escritas explicitamente. Um exemplo
¢ dado pela equacao implicita y° + 4y — 322 = 0, que se pode mostrar ndo poder ser resolvida em ordem a y,
mas que representa uma funcdo y = f(z) (a cada € R a equagao faz corresponder um sé6 valor de y € R),
como vamos ver num exemplo em baixo. Ainda que uma funcao esteja representada na forma implicita,

podemos em alguns casos obter uma forma explicita y’ = g(x,y) para a sua derivada.

6Ver Wikipedia.
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Exemplos

Exemplo 1. Calcular a derivada da funcdo definida pela equacao implicita y — 322 = 3.

Derivando ambos os membros em ordem a z, temos
(y—322) =3) & ¢y —6x=0 & y =6z

Exemplo 2. Verificar que a fungao y = f(z) definida implicitamente pela equacio y® + 4y + 32z = 0 é

decrescente no seu dominio de definigao. Mostrar que o dominio de defini¢ao da funcao é R.
e Verifica-se que y® + 4y — +o00 quando y — 400, e que y° + 4y — —oo quando y — —o0.

e Por outro lado, y® + 4y é uma funcdo continua na varidvel y. A expressio 3° + 4y pode pois assumir
qualquer valor real. E também uma expressdo estritamente crescente com y (notar que (y° + 4y)’ =

5yt +4 > 0).

e Por isso, qualquer que seja o valor da expressdo 32z, existe um s6 valor de y tal que y® + 4y = —32z,
verificando a equagao implicita. Esta argumetagao mostra que a equacao implicita define uma sé fungao

y de x, e que o dominio desta fungao é R.

Vamos agora verificar, calculando a derivada y’, que esta fungao ¢ estritamente decrescente no seu dominio.

—32

(y° +4y+322) = (0) & 5y'y +4y' +32=0 & y(5y* +4)=-32 & y = T

O dltimo membro é negativo para qualquer valor de y, pelo que a derivada é negativa no dominio de definigao
da fungdo. Como exemplo de utilizagao da férmula de y', consideremos o ponto (x,y) = (—=5/32,1) do gréfico

da equagdo implicita. A derivada da fungéo implicita no ponto x = —5/32 é y' = =32/(5 x 1 +4) = —32/9.

Exemplo 3. Determinar as equacgoes das rectas tangentes ao grafico da lemniscata representada pela

equacao implicita 2(2? + y?)? = 25(x? — y?), no ponto (z,y) = (0,0).

O gréfico da esquerda, na figura representa a lemniscata considerada neste problema (existem lem-
niscatas - curvas em forma de oito - representadas por outras equagdes). Podemos antever que a curva

admite duas tangentes na origem. A derivada em ordem a z de ambos os membros da equagao implicita,
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Figura 10: Grafico de uma lemniscata e das suas rectas tangentes para z = 0.

calculada no ponto (z,y) = (0,0), vai fornecer-nos os valores dos declives das rectas correspondentes.

(2% +2)?) = (25(2* — 4?)) & 4y® + 1)y +2?) = 25(2z — 2yy)

252 — 4x(2? + y?)
4(x? 4+ y2)y + 25y

e 4P+ 22y +22) =252x — 2yy) o Y =

Se substituirmos, no segundo membro da férmula de y’, x e y por zero, obtemos a expressao 0/0, que néao é
um niimero. No entanto, sabemos que para valores de z muito préximos de zero a igualdade y = 3’z é uma
boa aproximagao para y, no caso de uma funcao y = f(z), tal que f(0) = 0 e f'(0) existe. A justificacao é
a seguinte: seja y = f(x); por ser f(x) — f(0) = f(0)(x — 0) e f(0) = 0, temos f(z) = f/(0)z, ou, usando
y em vez de f(z), y = f'(0)z (recorda a nogao de diferencial). Substituindo y por 3’z no denominador do
segundo membro da férmula da derivada, obtemos

, 25z — 4x(z? + y?) 25— 4(2% +y?)

= s (W)P="n 2L
4 4(x? +y?)y'x + 25y'x ) 4(x2 +y?) + 25

Substituindo agora x e y por zero no segundo membro da ultima igualdade, temos

25
W)P== o )2 =1 oy =+l
25
Encontramos os declives m; = 1 e my = —1 das duas rectas tangentes, pelo que as equagoes destas rectas
sdo, respectivamente, y = x e y = —x. O gréfico a direita na figura representa a lemniscata e as suas

rectas tangentes no ponto (0,0).

Otimizacao de Funcoes de Uma Variavel

Optimizar uma funcao f(x) pode ser maximizar a funcdo, ou seja, calcular o valor méximo que a funcao

toma no seu dominio de definicdo, ou num subconjunto do dominio; também pode ser minimizar a fungao, ou
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seja, calcular o valor minimo que a fungao toma no seu dominio de definicao, ou num subconjunto do dominio.

Exemplo Minimizagcao de uma funcao num intervalo de valores de x

Minimizar a fun¢do f(z) = 23/3 4+ 2?/2 — 22 + 4 no intervalo [—1,1/2].

A solugao deste problema pode ser obtida de forma aproximada, inspeccionando uma representacao do

grafico da fungao no intervalo mencionado e identificando os pontos do intervalo [—1,1/2] para os quais a

[©N

funcdo toma o valor minimo, e verificando qual é esse valor minimo. A resolucdo que vamos apresentar

analitica (recorre a célculos e ndo ao grafico). Comecamos por determinar a derivada da fungéo f(z).
/ 3 2 ! 2
flla)=(2®/3+2%/2-224+4) = 2°+a—2.

De seguida calculamos os pontos criticos da fungao f(z), que sdo os pontos do dominio onde a derivada é
nula, os pontos do dominio onde a derivada nao existe, e os pontos de acumulagdo do dominio, que nao
lhe pertencem |Z| Como f’(z) é uma fungdo continua em R, os dnicos pontos criticos sao aqueles em que a

derivada é nula.
fl2)=0 o2+ -2== (z=1)V(z=—-2).

Sabemos que, dados dois pontos criticos = a e = b consecutivos de uma funcao f(x), se f'(x) estd definida
no intervalo (a,b), entdo f'(x) = 0 em todos os pontos do intervalo, ou f’(x) > 0 em todos os pontos do
intervalo, ou f’(x) < 0 em todos os pontos do intervalo. Para resolvermos o problema de otimiza¢ao em
questao, resta-nos determinar o sinal, ou a nulidade, de f’(x) em cada um dos subintervalos definidos no seu

dominio pelo par de pontos criticos calculados. Para determinar o sinal de f’(z) nestes subintervalos podem

Table 1:
—00 —2 1 400
sinal de f'(x) + - +
variacao de f(x) Va AV ya

usar-se varias estratégias. Uma delas é calcular o sinal de f’(x) num ponto qualquer de um subintervalo,
ficando a conhecer-se o sinal da derivada em todos os pontos do subintervalo. No caso deste exemplo, por

f'(z) = 22 + 2 — 2 ser uma funcio quadrética com o coeficiente de 2% positivo e com dois zeros distintos,

7Um ponto p diz-se ponto de acumulacio de um conjunto C, se todo o intervalo aberto centrado em p contém algum elemento
de C diferente de p. Por exemplo, o ponto z = 0 é um ponto de acumulagdo do dominio da fungdo f(x) = 1/z, que nédo lhe
pertence. Todos os outro nimeros reais sao também pontos de acumulagdo do dominio.



Licao 2 — Calculo 11 15

sabemos que é negativa entre os seus dois zeros E| e positiva, respectivamente, a esquerda do menor zero
e a direita do maior zero. A tabela [I] resume esta informagao. Conclui-se o seguinte sobre a variacao da
funcdo f(z): a fungdo é crescente nos intervalo (—oo, —2) e (1,+00) e é decrescente no intervalo (—2,1).
Para minimizar a fungdo no intervalo [—1,1/2], basta observar que ela decresce neste intervalo. O ponto do
intervalo [—1,1/2] no qual a func@o assume o valor minimo é = 1/2. A resposta ao problema ¢ a indicacao

desse valor minimo: f(1/2) =19/6.

Exercicio

De todos os triangulos rectangulos cuja medida da hipotenusa é igual a 8, quais os que tém maior area?
Resolucao

Na figura [11] estao representados triangulos rectangulos cuja hipotenusa tem medida 8. Podemos suspeitar
que ndo tém dreas iguais. Queremos encontrar aqueles que tém drea maxima. A drea de um tridngulo de

base b e altura h é dada por (figura

A= —.
2

Encontrar os triangulos rectangulos de drea maxima, consiste em determinar os valores de b, h para os quais

A é maxima.

/4 7] ] mm

Figura 12:

Figura 11:

Para tal podemos escrever A em funcdo apenas de uma das varidveis b, h usando a relacio b? + h? = 82

(teorema de Pitdgoras). Por ser

b= /82— h2,
temos
bh V8 — h?h

8Um zero de uma fungdo f(z) é um valor de = que anula a funcio.
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Para calcular os méaximos de A derivamos a funcao em ordem a h.

4 <V8—hh> (Ve ) = L (e V)

h2
————h+ V8 — h2> (82h2+ 82—h2).

2
1

< 2\/W
Podemos agora determinar os pontos criticos, i.e., os valores de h no dominio de A para os quais A’(h)

¢ nula ou nao é definida.

2
A’_O@;<h+\/82h2> =0

h? h?
St/ -2 =0 ——— = /8 —h2eh® = 8 K
82 — h2 V82 — 12

Como h representa um comprimento, tomamos o ponto critico h = v/32. Verificamos também que a derivada
A’(h) néo existe se h = £8 (néo interessa considerar A(h) para valores de h menores que 0 ou maiores que 8
(porqué?). Sabemos agora que a variacao de A(h) é do mesmo tipo nos pontos do intervalo | — 8, V32 [ e nos
pontos do intervalo ]v/32,8[. Como 0 €] — 8,/32[ e A’(0) > 0, e também 6 €]1/32,8] e A’(6) < 0, sabemos
que a funcdo cresce no intervalo & esquerda de h = v/32 e decresce no intervalo & direita de h = v/32, o que
faz deste ponto um ponto de méximo absoluto da fungdo A(h). Podemos concluir que a drea dos tridngulos

rectangulos cuja hipétenusa tem medida 8 é méxima quando a sua altura h é igual a v/32 e a sua base b é

igual a /82 — (1/32)2 = V/32.

Um problema do tipo do que acabamos de resolver designa-se por problema de otimizac¢do. Os proble-
mas de otimizacao costumam ter os seguintes dados: (i) uma fungdo que se quer optimizar (i.e., minimizar
ou maximizar), dita fun¢do objectivo do problema — no problema acima, a fungao objectivo é a fungao drea
A; (ii) um conjunto de relagdes auxiliares que envolvem as varidveis da fungao objectivo, ditas restrigdes do
problema, — o problema acima tem uma sé restricao, que é 8% = b2 4+ h2. No problema acima a otimizacao
consistiu em maximizar a fungao objectivo (calcular valores maximos). No problema seguinte, a otimizagao

consiste em minimizar a fun¢ao objectivo (calcular valores minimos).

Exercicio
O produto zy de dois nimeros inteiros positivos é igual a 60. Determinar = e y de modo que a sua soma
S = x + y seja minima.

Resolucao
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Pretendemos minimizar a funcao S = x +y. Esta é a funcao objectivo do problema. E fAcil verificarmos que

a soma de dois nimeros inteiros positivos cujo produto é 60 depende dos nimeros escolhidos. Por exemplo,

para x =1,y =60 temos S =1+460=61;
para x =2,y =30 temos S =24 30 = 32;

para x=15y=4 temos S =15+4=109.

A restricao é a relagdo xy = 60 que envolve as varidveis x e y da fungao objectivo. Podemos escrever x = Gy—o,
ficando a fungao objectivo na foma S = y + %O (ver figura . Vamos minimizar S. Para tal comegamos

por determinar S’.

De seguida determinamos os pontos criticos de S. Verificamos que
! 60 2
§5=0¢e1-—5=0%y =60 & y==V60.
)

Como y é positivo, temos y = v/60. Verificamos também que S’ nio é definida se y = 0. Com esta
informacao, podemos afirmar que o sinal de S’ é o mesmo em todos os pontos do intervalo |0, \/@[ € nos
pontos do intervalo ]v/60, 60[ da varidvel y, sendo S’ negativa no primeiro intervalo e positiva no segundo. O
ponto y = v/60 é pois um ponto de minimo local (minimo absoluto, se considerarmos apenas valores positivos
de y — ver figura Em conclusao, podemos afirmar que o par de nimeros positivos x,y , cujo produto é

igual a 60 e a soma é minima, é dado por y = v/60 e z = 60/y = 60//60 = /60.

Figura 13: S =y + 6—310

A natureza dos problemas enunciados nos exercicios anteriores nao é alterada se trocarmos as letras b
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e h, no primeiro e as letras x e y, no segundo. E esta simetria relativamente as varidveis envolvidas que

justifica que seja b = h, na solugao do primeiro problema e = = y, na solu¢ao do segundo problema.

Observacgao 1.

Um ponto z = ¢ em que a derivada de uma funcao se anula, dito ponto estaciondrio da func¢ao, pode ser um
ponto de mdximo local, um ponto de minimo local, ou um ponto que nao é de maximo nem de minimo local.
Podemos averiguar qual destes casos se verifica, estudando o sinal da derivada f’(x) & esquerda e a direita
de x = ¢. Outra forma de o fazer é usar o sinal da derivada de segunda ordem no ponto, f”(¢), quando ela
existe e nao é nula, conforme o enunciado seguinte.

Teorema.. Seja f uma funcdo derivdvel no intervalo (a,b) e ¢ um ponto deste intervalo tal que f'(c) = 0.

Se f admite derivada de seqgunda ordem f” em (a,b), entdo:
e se f"(¢) >0, ¢ € ponto de minimo relativo (ou minimo local) de f;
e se f"(c) <0, ¢ € ponto de mdzimo relativo (ou mdzimo local) de f;
e se f"(c) =0, nada se pode concluir sobre a natureza extremal de c.

No exemplo anterior temos f”(x) = 2z + 1. Podemos verificar que £ = —2 é um ponto de méaximo local,
dado que f”’(—2) = =3 < 0; o ponto £ = 1 é um ponto de minimo local porque f”(1) = 3 > 0. Estas

conclusodes sao conferidas pelo grafico da fungao na figura

Figura 14: Gréfico da ctbica f(x) = 23/3 + 22/2 — 2z + 4.

Exercicio.

1. Dada a funcdo f(z) = x*, verificar que f”(0) = 0, sendo = 0 um ponto de minimo local.
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2. Dada a funcio f(x) = —a, verificar que f”(0) = 0, sendo x = 0 um ponto de maximo local.

3

3. Dada a funcdo f(z) = x°, verificar que f”(0) = 0, sendo = 0 um ponto de sela (nem de médximo,

nem de minimo).

Observacao 2.

2
A derivada segunda, f”(x), representa-se alternativamente por ZT]; (notagao de Leibniz). A seguir discuti-

mos o significado desta notagao e as unidades que lhe estao associadas, conhecendo as unidades de f(z) e de x.

A derivada de primeira ordem de f(z), num ponto genérico x, define-se como o limite de um cociente de

diferencas.

Az—0 Ax

(16)

A notagao de Leibniz, %, remete de forma mais expressiva para o limite de um cociente de diferengas do que

f/(z), e informa-nos sobre as unidades em que se exprime uma derivada: (unidades de f)/(unidades de x).
A derivada de segunda ordem, ou derivada de ordem dois, ou ainda derivada segunda, f”(z), é a derivada
de f'(x), e define-se da forma

f'(z + Ax) — f'(x)

(@) = Al.aicIEO Az ' (17)

Substituindo nesta expressao as derivadas de primeira ordem pelos limites correspondentes, obtemos

limA;cl o fz+Az+Azq)— f(z+Ax)

" BT Az
fiz) = Jim Az

) Latars) /@)
AT . (18)

- hmAa@—)

Quando a segunda derivada existe, esta expressdo pode ser escrita na forma (um sé limite e um s6

diferencial Ax)

flr+Az+Ax)—f(z+Az)  f(z+Az)—f(x)

1 T Az Az
Fi@) = Jim, Az

ou ainda

F(z) = lim (f(x+2Ax) — f(x+ Ax)) — (f(x + Ax) — f(x))

Az=50 (Az)? (19)

Salienta-se que nenhuma destas igualdades representa uma defini¢ao da derivada de segunda ordem (ao passo

que a igualdade é a defini¢ao da derivada de primeira ordem), cada uma delas verificando-se s6 se a
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derivada de segunda ordem f”(z) existir. Isto quer dizer que o segundo membro de pode ter um dado
valor real, mas o primeiro membro f”(z) pode néo existir (verificar que, se f(x) = |z|, entdo o segundo
membro de tem o valor 0 no ponto x = 0, apesar de esta fungao nao ter ai derivada de nenhuma or-
dem igual ou superior a primeiraﬁ). Se observarmos o cociente na expressao , vemos no numerador uma
diferenca de diferencas, o que justifica a notagao d? f usada em d? f /dz?. No denominador esté o quadrado da
diferenca Az, o que justifica a notaciao dz? usada em d?f/dz?. Resumindo: d?f remete para uma diferenga
de diferencas; da? remete para o quadrado de uma diferenca. As unidades em que se exprime a derivada de

ordem dois, d?f/dx?, sio (unidades def)/(unidades de x)?.

ANEXO Cédigo QR do video sobre a regra de L’Hépital

9Para facililar a escrita de certas férmulas, considera-se, por vezes, que a derivada de ordem zero de uma fungdo f(x) é igual
a prépria funcdo f(x).


https://www.youtube.com/watch?v=QKXAd2PhZGY

