Ficha de Exercicios, Caps 4/5. Séries de Poténcias/Fungoes de Duas Variaveis
Calculo/Calculo I/Matematica I
EEC/EM/EQ/LTB - 2024/25 ESTG/IPBraganca

4.1 Exercicio

Séries de funcgoes: convergéncia.

Encontrar todos os valores de x para os quais as séries convergem e determinar as somas
das séries para esses valorres de x.

(@ z—a’+a2°—a"+a2"+- -

(b)1+2+4+8—|—16+
2 23 ot b S

@ e % 4 6—2:p + e—3x 4 6—4m 4 6—53: 4.

Resolucao.
(a) Trata-se de uma série de poténcias geométrica de primeiro termo z e razio r = —2.
A série converge para todos os valores de z tais que |r| < 1, ou seja

-2’ <ler<<lepzf<lelx<le-l<z<l
O intervalo de convergéncia da série ¢ —1 < z < 1. A soma S da série para valores

de x neste intervalo é

T T

5= 1—(—22) 1+a2

Por exemplo, se fizermos x = 1/2, a soma da série obtida ¢ igual a 2/5, como se
mostra a seguir.

%_ (;)5+ @)5 - <;)7+ - 1+1(/12/2)2 - 1+1(/12/2)2 - %

xT

xT

(c) Trata-se de uma série geométrica de primeiro termo e~ % e razdo r = e *. A série

converge para todos os valores de x tais que |r| < 1, ou seja
efl<lee’<le —r<hl)e —r<0sz>0.

O intervalo de convergéncia da série ¢ |0, +o0o[. A soma S da série para valores de z
neste intervalo é

e_x
1—e 2’

S =

4.2 Exercicio

Séries de poténcias.

Desenvolver em série de poténcias de x e de z+3 a funcao y = Indicar os intervalos

de convergéncia respetivos.

_1
104z~

Resolucao. Expansao em poténcias de x
Podemos determinar os coeficientes de Taylor da funcao f(z) = 1/(10+z) usando a férmula

F™(0)

n!

Ay =
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e escrevendo depois a série correspondente ¥°° a,x™, para algum « adequado. No entanto,
uma forma mais expedita de o fazer para fungdes com esta forma, é interpretar f(x) como a
férmula da soma de uma série geométrica, por meio de uma manipulagao algébrica simples.

1 1/10  1/10
10+x 1+2/10 1-—(—z/10)

A expressao no terceiro membro representa a soma de uma série de geométrica de primeiro
termo (1/10) e razdo r = —x/10, pelo que

1 1 T x2
T iRt i i Z "o
Esta igualdade é valida apenas para os valores de z tais que |r| < 1, ou seja

| —z/10| <1< |z| < 10 & —10 < z < 10.

Dito de outra forma, o intervalo de convergéncia da série ¢ —10 < x < 10.
Expansdo em poténcias de x + 3
Por um processo semelhante ao usado acima,

I 1 B 1 B 1/7
1042 10-34+2+3 T7—(—(x+3) 1—(—(x+3)/7)

sendo o Ultimo membro a expressao da soma de uma série de geométrica de primeiro termo
(1/7) e razdo r = —(x + 3)/7. Temos

o0

1 1 z+3 ($‘F3 E:

’VL

10+2 7 72

7n+1

Esta igualdade é valida para todos os valores de x tais que |r| < 1, ou seja
|—(z+3)/7 <l |z+3|<7T& -T<zx+3<T& -10<z<4.
O intervalo de convergéncia da série ¢ —10 < < 4. Por exemplo, se z = 1, temos

1 1
1041 11

1+3  (1+3)? 1 4 16
_ 3 + 3 —_ .. = 2_|_ 3
7 7 T T

=

4.3 Exercicio

Séries de poténcias.

Desenvolver em séries de poténcias de x e de x —2 e indicar os intervalos de convergéncia.

(a) y=-e" @ y=2+x+3z% — a3 (c) y=e""1 (d) y = sen(2x)

Resolugao. (para estudar resolugoes de problemas semelhantes aos das alineas (a), (¢) e
(d), consultar a sebenta, cap 4, os TPCs e os suméarios das aulas.)

(b) Notar que a expansao em série de poténcias Yay,(z — b)" de uma func¢do em torno
do ponto x = b, quando existe, é Gnica. Isto significa que nao existem duas séries de
poténcias com coeficientes distintos, que representem a mesma func¢do num mesmo
intervalo de valores de x.

Expansido em poténcias de x
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O polinémio f(z) = 2+ z + 322 — 23 ja se encontra expandido em série de poténcias
de z. O proprio polindomio é, pois, a sua expansdo em série de Taylor em torno do
ponto b = 0. A série tem, neste caso, um nimero finito de termos. Usando a parte
linear da série, 2 + x, obtemos a equacao da reta tangente ao grafico da funcao de
f(z) no ponto (x,y) = (0, f(0)) = (0,2), que é y =2 + x.

Expansao em poténcias de (x — 2)

Para o caso de um polinémio, podemos obter a sua expansao em poténcias de x — b,
neste caso z—2, sem necessidade de calcular os coeficientes de Taylor pela formula que
envolve as derivadas da funcao. Podemos antes consegui-lo com uma manipulagao

algébrica simples.

24z 4322 —22 =24+ ((x—2)+2)+3((x —2) +2)* - ((z —

2) +2)3

=24 (x—2)+2+3((x -2 +4(x—2)+4) — (x —2)> —6(z —2)* —12(x — 2) — 8

=8+ (2—-2)—3(x—2)?2—(z—2)*

Usando a parte linear desta expansao, 8 4+ (z — 2) = x + 6 obtemos a equagao da reta
tangente ao grafico da funcao no ponto (z,y) = (2, f(2)) = (2,8), que é y =z + 6.

4.4 Exercicio

(a)x=0
(d)3x—2y+2z=2

Byt =9
(9§
z=1

= 2
() {Zzl

Fungoes de varias variaveis: grafico.

Fazer um esbogo dos graficos das fungées num referencial tridimensional. Indicar, para
cada caso, um ponto (z,y, z) do espago que pertenca a superficie (ou a curva) definida.

Resolugao. (para estudar problemas semelhantes resolvidos, ver a sebenta, cap 5, os TPCs

e os sumarios das aulas.)

4.5 Exercicio

(d) f(z,y) = ze VT2

Funcoes de varias variaveis: dominio.

Esbogar o dominio natural de f.

(@) fl.y) =in( —2* =) () f@y) = Va2 +y2 =4 (0) fla.y) = -

(© f(z,y) =

1
_y2
y?+3 VT ey

Resolucao.

(b) Dominio de f = {(z,y) : 2% +3? — 4 > 0}, para garantir que a raiz quadrada pode
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4.6

ser calculada. Mas
Py —4>0= a2 +2 >4

Os pontos (z,y) do plano que satisfazem esta inequacao sao todos os que estao sobre a
circunferéncia de centro na origem e raio 2, e todos 0s que sa0 exteriores ao respetivo
circulo (figura [1f).

Dominio de f = {(z,y) : 4 — 2% > 0}, para garantir que a raiz quadrada pode ser
calculada. O denominador y? + 3 ndo restringe o dominio porque nio se anula para
nenhum valor de y. Como

4—? >0’ <4z <4e /<20 2<r <2
os pontos (x,y) do plano que satisfazem esta desigualdade, sdo os que pertencem a

faixa representada na figura

Dominio de f = {(z,y) :  + y # 0}, para garantir que o denominador x + y nao se
anula. O numerador x + y nao restringe o dominio porque pode ser calculado para
qualquer par de nimeros (z,y). Como

r+y#0sy# -,

todos os pontos (z,y) do plano satisfazem esta desigualdade, exceto os que pertencem
aretay = —x. Os pontos da reta representam-se a tracejado na figura[l], para indicar
que nao pertencem ao dominio da funcao.

!
£

(e) (f

Figura 1

Exercicio

Funcoes de varias variaveis: derivadas parciais.

Determinar 0z/0x e 0z/0y.

@z=2xy—4x+6y—y2 @z:5x3y2—|—(2x—1)(3y+2)—x2 (c) z =223y — =2

3z
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Resolucao.

9 , , / , /
(a) (‘7; = (2zy — 4z + 6y — y*), = (22y), — (2), + (6y), — (¥*), =2y —4+0—-0=2y — 4
0z

a—y:(2xy—4x—|—6y—y2);/:(Qxy);—(4x);+(6y)ly—(y2);:23:—0+6—2y:2w—2y+6

(6) 92 = (a7 + (20— 1)(3y +2) — a2, = (55, — (27 — DBy +2)s + (o),
Célculo dos varios termos derivados :

(52°y%), = by*(2%),, = 15y%”

(22 —1)(By +2)), = By +2)(2x — 1), = By +2) -2 =6y +4

(—a%), = 2

0z 9 9

9 15y“z" 4+ 6y — 2z + 4.

a ! / ! /
a*; — (52%% + (20 — )3y +2) — 22), = (527%),, — ((2z — 1)(3y +2)),, + (—a?),,

Calculo dos varios termos derivados :
3,2\ _ r.37.2\ _ 3
(5a”y”),, = 52" (y°), = 102"y
(22 —1)(3y +2)), = (22— )3y +2), = (22 — 1) -3 =6z — 3
(—2%), =0
0z

— =102y + 6z — 3.
Jy

4.7 Exercicio

Funcoes de varias variaveis: variagao direccional.

Caracterizar a variagdo das fungdes (crescente, decrescente, estaciondria) nos pontos
indicados, na direccao do eixo dos xzx e na direcgao do eixo dos yy.

@Z =2z —-T+y, (xvy) = (070> (b) z=a’ - Y (.%',y) =(-1,-1)
©z= VI ay )= (/21) (@)=l +y), (,9) = (-1,2)

Resolucao.

(a)

2= (20— T+y)y = (22), — (1), + (), =2-0+0=2
2:(0,0) =2 >0

2= (20— T+y), = (2z), — (1), + (), =0-0+1=1
2,(0,0) =1>0

Por ser 2,(0,0) =2 > 0, a funcao é crescente no ponto (z,y) = (0,0), na diregao do
eixo dos z. O declive da reta tangente a superficie no ponto (z,y,z) = (0,0,—7) e
contida no plano y = 0, é igual a 2.

Por ser z,(0,0) = 1 > 0, a funcdo é crescente no ponto (z,y) = (0,0), na direcao
do eixo dos y. O declive da reta tangente a superficie no ponto (z,y,z) = (0,0, —7)
econtida no plano « = 0, é igual a 1.
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()
' 1 /
2= ((1=ay)'?) = S(1—ay) 21— ay),
(L= 2y)y =~y
Zx = _%(1 - xy)_l/Q
1 1 1
L(1/2,)=-=(1-(1/2)1) V= —— = —
S(1/21) = 5 (1= (0/2)(1) 7 =~ = -
' 1 /
2= (A —az)'?) =1 —ay) V21 -2
y= (=an)?) =50 —ay) 20— ),
(1), =~
€ —
5= 21— ay)
=0/2.0) = 20— /20 = - o
Por ser z;(0,0) = —% < 0, a fungdo é decrescente no ponto (z,y) = (1/2,1), na

diregao do eixo dos x. O declive da reta tangente a superficie no ponto (x,y,z) =

(1/2,1,1/v/2) e contida no plano y = 1, é igual a —

Por ser z,(1/2,1) =

1
23/2

1
%.
< 0, a funcado é decrescente no ponto (z,y) = (1/2,1), na

dire¢ao do eixo dos y. O declive da reta tangente & superficie no ponto (x,y,z) =
(1/2,1,1/4/2) e contida no plano x = 1/2, ¢ igual a — 35
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