Ficha de Exercicios, Cap 3. Integrais — Calculo/Caélculo I/Matematica I
EEC/EM/EQ/LTB - 2024/25 ESTG/IPBraganca

3.1 Exercicio

Sequéncias numeéricas: termo geral.

Determinar os termos gerais das sequéncias, u,, comegando em n = 1.

11 5
(@) 1, 5 5 (B o (© 1, 1x2x3, 1x2x3Xx4x%5, -

39
) 47 67

N =

Resolucao.
2n—1
(b) un = =57=

(¢) up=(2n—1)!

3.2 Exercicio

Séries Geométricas.
Verificar se as séries convergem. Se for o caso, calcular a sua soma.

— 4n71

@YE OXe eXet @Yo

4’(1,

Resolucao.
(b) Como lim,, 150 (4""1) = +oo a série é divergente, uma vez que quando uma série

numeérica é convergente verifica-se limy, 4 o tn, = 0.

gqn—1 43-1 44—1 451 42 43 44
(d) un=Z§° itz = T o T b = o5t b e
E uma série geométrica de razao 4/7 < 1, e por isso converge. A sua soma é
g 42/75 42
C1—4/7 3.4

3.3 Exercicio

Séries numeéricas: estudo da convergéncia.
Estudar a convergéncia das séries.
oo 1 o0 . o0 . 00
@ ZG—I—n @ Z(1+1/n) © Zn/e ’ @ Z<n256n2(1/n))
1 1 1 1
> 1 ° 1 e 1 00
(e) Z 55 (f) ZTn (9) Zﬁ (h) Zl/(5n+2)
2 3 3 7 3
0 Yt () Y U SESERNTSI SR
! 5 (2n + 3)17 J 3 n?+1 —~ nl m -

Resolucao.
(a) A série é divergente. Podemos prova-lo por comparagao, mostrando que os seus

termos sdo maiores ou iguais aos da série divergente > ;" (1/n).
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Cap 3. Integrais 2

Por ser

temos

Como >7° L & divegente, o mesmo acontece com a série (1/7) Y7° 1 e a prova fica
concluida.

(b) >0°(1+1/n)" =e. A série tem uma soma, logo é convergente.

(c) Vamos aplicar o Critério da Razao para mostrar que a série é convergente. Por ser
2
up, =n/e"", temos

notoo U,  n—too n/en’ n eZn+l

1 1
—oam (M) am (Al ) —1.0=0<1
n—-+oo n n——+oo \ e2ntl

Como o limite é inferior a 1, o critério diz-nos que a série converge.

. 1) /e(n+1)? 1 1
lim Untl _ lim % = 111;1_1 <(n—|— ) >
n—-—+0oo

(d) Como sin(x) ~ x para valores de x proximos de zero (ver capitulo 4) e 1/n — 0
quando n — 400, temos sin(1l/n) ~1/n e

1
lim (n%en%l/n)) = lim n?- — =1
n—-+oo n—-+4oo n

A série diverge porque o limite do termo geral néo é zero.

3.4 Exercicio

Integrais: converter a forma diferencial na forma integral.

Escrever usando um integral.

® L (ViTe) - = () (ae") = (o + et

V1+ a2
(c) % (tan(z)) = sec?(z) (d) % <hf(b)> =b"

Resolucao.
(a) Por ser [ f(z)dz = F(z)+ c < F'(z) = f(z), temos

d (\/1+x2>: dr =+1+22+C.

dzx

X X
=
V14 22 /\/1+a:2
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3.5 Exercicio

Integral indefinido.

Calenlar os integrais indefnidos.
W [t -avmar o) [eeoar @ [ (etwﬂl) a
@ [ (e=e)is © [ s () [ @~k
(@) /(\}5+x33>d,@ @/x?’\/}dx (i) /xSJrijQ_ldx
0 [Z O © [ e

Resolucao.

3 _ 3.1/2 5 . 34+1/2 7. _ 7/2 _5U7/2+1 _ 2 9/2
(h) | 2°Vade = | 2’z /*de = | x de = | x'*dzx = =—a/"+C

W [ 2= [eria=C"0" ¢

(24 y)? -3
n2 T
0) / %ln(z)dx: / (In(2)) In(x)dz = ° 2( ) ¢

3.6 Exercicio

Integral indefinido.

Calcular os integrais indefinidos (usar a tabela de primitivas, se necessério).

x? 22 +1 sen(t)
d b d dt

® [ mrit o [T @ [
2 _ 10

@ /cos(&)tan(&)d& (e /mln (f) /(21‘ + 2z —3)"(2x + 1)dx

. 1 z
(9) /(av‘3 —29222%dz  (h) dx (7) / © dr
7 Y :):2 -1

et +4
) 9 50 - - arcsin(t
4+ 1)°"2xd k / 2e*)d /
(j)/(:l: ) 2xdx (k) ecos(e)x@ 2\/@
Resolucao.

(a) fx;”—ildx: xmﬁilldx—f (1— 2+1)dx—f1dx fx%ﬂ =z —arctan(x) + C.

d) [cos(0)tan(0)dd = [ cos(6) )2ini0) g — | sin(0)df = —cos(8) + C.

cos(0)

0 iyt = s = 4 = e+
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@ J a;%) dt = 5 [arcsin(t) 11_t2 dt = % [arcsin(t)(arcsin(t))'dt = M +C.

3.7 Exercicio

Integral indefinido.

Calcular os integrais indefinidos (usar a tabela de primitivas, se necessério).

® / (4se?(z) + ese(@)cot(x))dz  (b) / sec(z)(sec(x) + tan(z))dz
() /<9+86sz(9)) d @ /H;m(m)dx

(e) / sen? (‘;) do ) / cos? (‘;) dx

Resolucao.
(a) I = [ (4sec?(z) + csc(x)cot(x))dx = 4 [ sec®(x)dx + [ csc(z)cot(z)dx.
Por ser

/secQ(x)d:L' = tan(z) + C (verificar, derivando tan(z))

/ csc(x)cot()dx — / L cos(@) / cos(z)(sin(x))2dz

(o tltimo integral ¢ da forma [ w/u™2dz, com u = sin(x)), temos

1

sin(x) +C

I = 4tan(z) —

I_/ H;mgx;dx / (1+s¢i(x)s)i?(xzs§n(x))dx / %d“
1—sin(z 1 sin(x
= [ it =/ <cos2<a:> - cos?<x>) o

= /sec%dx—/tan(x)sec(x)dx

Por ser [ tan(z)sec(z)dx = sec(x)+C (ver caso semelhante [ csc(x)cot(z)dx, acima),
temos

I= / sec’xdr — / tan(z)sec(z)dx = tan(z) — sec(z) + C
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3.8 Exercicio

Integrar por partes.

(a) / e () / e td (©) /ﬂ ;xsenm)dag

0
@ /ezcos(ac)d:c (e h:}? dx (f) /1n(m+3)dw

Resolucao.
(d) Ver Sebenta, cap 3.

(e) I= f%dw = [27121n(z)dx.
Fazendo

u = In(z) u'=1/x

—-1/2 1/2

v =z v =2

e usando a férmula de primitivagdo por partes [uv'dz = uv — [u'vdz, temos

I =22"21n(x) —/

2$1/2

X

de = 222 In(z) — /Qx_l/Qda: =222 In(z) — 42'? + C

3.9 Exercicio

Primitivacao por substituicao.

Primitivar por substituicao usando as substituicoes indicadas.

. 71,2 _ 2 a _
(a)/ 2ze” ¥ dx, u= —x (b)/m+1dx,u z+1
1
@/H—i_\j}dx’xZUQ (d) /5x\/1—m2dx,u:1—;v2

(e) /cot(x)cch(x)d:U, u=cot(x) (f) /(1 + sen(t)) cos(t)dt, u =1+ sen(t)

Resolucao.
(c) Vamos usar duas substitui¢des para resolver este integral.
Fazendo u? = z, ou u = \/z, temos

du/dz = 1/(2y/z) & dz = 2v/zdu = 2udu

1 1+ u?
I:/+m dr = tu 2udu
1+ z 1+u

Fazendo agora 1 +u=2<u=2—1edu=dz, fica

I:/lliU22udu:/(2(2_1)+(z_1)3) dzz/(222—6z+8—4/z)dz

u z

= (2/3)2% — 32% 4+ 82 — din|z| + C.
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Cap 3. Integrais 6

Substituindo z por (1 + u), e depois u por y/z, fica

I=(2/3)(1+Va)’ =3(1+ vz)* + 8(1 + V&) — 4ln|(1 + V)| + C
= (2/3)(1 + 3v/x + 3z + 2%/?) = 3(1 + 2v/x + ) + 8(1 + Vz) — 4in|(1 + V)| + C
= (2/3)2%? —z + 4z + 5+ (2/3) — 4ln|(1 + V)| + C.

Finalmente, incorporando a constante 5 + (2/3) em C, obtemos

I=(2/3)2%? -z +4y/x — 4ln|(1 + Vz)| + C.

3.10 Exercicio

Primitivacao por substituicao.

Primitivar por substituicao.

e\f X
(a) f (b)/ﬁdx (c)/wdx

@ /tan (5x)sec?(5x)dx /daz @ /sen (a+ bzx)cos(a + bxr)dx, n € N

Resolucao.
(d) Como (tan(z))" = sec?(x), fazemos a substituigio

d d
u = tan(bz) = £ = 5sec’(bx) & do = ﬁ.

Resulta

I= /tan3(5:z:)5602(5x)dx = /u sec (5$)d7u = 1/u3du = i +C
a B Ssectr 5 5.4

tan*(5x)
=———7"+C.
20 *

(f) Como (sin(a+ bz)) = cos(a + bx), fazemos a substitui¢ao

du

u = sin(a + bzr) = % = beos(a + bzr) & dx = beos(a 1 ba)”

Resulta

du

I= /sen”(a + bx)cos(a + bxr)dx = /u"cos(a + bx)m
cos(a + bx

1 / 1 ynt! ~ 1sin™(a+ ba)

uwdu = —

== C
ST R S S
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3.11 Exercicio

Integral definido.

area e fazer um esbogo das regides do plano correspondentes.

3

1

(a) /0 s (b) /_ ledx (c) /

(d) /0 " cos(x)dz (e) /0 7 cos(w)dz ® /: 21\2x—3|dx
/Oltanl(@dfﬂ (h) /0 e l@de () / o (z)da

Calcular os integrais definidos. Identificar aqueles que correspondem ao célculo de uma

4

zdxr
1

0
i 2
(4) vz tan ' (Vz)dz (k) /0 (x + zcos(x))dz (1) g z\/8 — x2df

(m) /13 (37*1 + /2" — csc(m)cot(x)) dr (n) /037r/4 |cos(z)| da (0) /11 le” — 1| dw

Resolucao.
(f) Como
—9 3,2 < 3
|22 — 3| = T 37_32 ,
2r =3, > 3
temos

2 3/2 2
I:/ \2:r—3|da::/ (—2x—i—3)da:—|—/ (2z — 3)dx
1 -1 3/2

3/2
-1

= (—x2+3x)‘ —|—(x2—3x)‘§/2

13

=[(=(9/4) +9/2) = (=1 =3)] +[(4 = 6) = ((9/4) = 9/2)] = —

(g) Reescrevendo o integral na forma

1 1
/ tan™ Y (z)dz = / 1 - arctan(x)dz,
0 0

podemos calculé-lo usando primitivacao por partes.

1
! !
u=1 u=x v=arctan(z) v = .
(z) 14 22

< 1 1
Usando a expressao fo w'vdx = uv‘o — fo uv'dx, obtemos

X

T 2%

1 1
I= / 1-arctan(z)dx = xarctan(m)‘é — /
0 0

Calculamos esta tltima primitiva.

T 1 2x 1
/1_”5235 2/1+x2x 2n( +z°)+C
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Cap 3. Integrais 8

Finalizamos o célculo do integral definido.

1 1 2 1
I= marctan(:z:)|0 - iln(l + x) .

3.12 Exercicio

Calcular as areas das regioes limitadas, definidas pelas curvas indicadas.

(a)y:a:Q, y=x+6 (b):z::y2, y=1x—2 @y:—J:Q, y=2%-1

Resolucdo. Na figura [1] estdo representadas as fungdes f(x) = —22 e g(z) = 22 — 1.
A sombreado estd a regido limitada, definida pelas duas curvas, cuja area pretendemos
calcular. Seja A o valor desta area. Temos

b

A= /ab(f(x) — g(x))dx = /:(—x? — (2% = 1))dz = /ab(—zgc2 +1)dz = <—§x3 + $>

a

,XZ

Figura 1

Vamos calcular a e b. Como sdo valores de = para os quais f(z) = g(x), temos

1

1
2:x2—1<:>x2:§<:>:€=:|:7

f(z) = g(x) & -

9

—_ 1 — 1
do que resulta a = 7 © b= 75

Calculamos agora o valor da 4rea.
2 1/v2 2 2 23/2
A= (-4 ‘ = (29732 4o 12) _ (9732 _o-12) 22 04,
< 37 m) _1/v2 ( 37 3 3
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