Capitulo 2 Funcoes Reais de Uma Variavel

Real. Derivadas.

| 2 Funcoes Reais de Uma Variavel Real. Derivadas.| 1
...................................... 2
| 1.1 Nocoes Elementares: tormula, dominio, imagem, graficol . . . . . . . 2

| 1.2 Funcao Inversal . . . . . . . . . .. ... ... 8

| 1.3 Funcao Composta] . . . . . . . .. .. .. ... ... 11

| 1.4 Sequéncias Numéricas. Limites de Funcoes|. . . . . . . . .. ... .. 13

| 1.5 Funcao Continual . . . . . . . . ... ... ... ... .. ... ... 16

| 1.6 Funcoes Trigonométricas Diretas| . . . . . . . ... .. ... .. ... 18

| 1.7 Funcoes Trigonométricas Inversas| . . . . . .. ... .. .. ... ... 19
L2 Derivadasl . . . .. . ... 21
| 2.1 Taxa de Variacao Média de uma Funcaol . . . . . . .. ... ... .. 21

| 2.2 Denivadas de Funcoes Elementares) . . . . . . ... ... ... ... . 21

| 2.3 Reta Tangente ao Grafico num Ponto|. . . . . . .. .. ... ... .. 22

| 2.4 Denvada da Funcao Inversal . . . . . . ... ... ... ... ..... 23

| 2.5 Derivada da Funcao Compostal . . . . . . ... .. ... ... ... 23

| 2.6 Derivada da Funcao Implicital . . . . . . . ... ... ... .. ... . 24

| 2.7 Derivadas de Ordem Superior| . . . . . . . .. ... .. ... ... .. 24

| 2.8 Aplicacoes das Derivadas| . . . . . . . . . .. ... ... 25

| 2.8.1 Teorema de Rolle e Regra de 'Hopital . . . . . . ... ... 25

| 2.8.2 Otimizacao de Funcoes| . . . . . . . .. ... ... ... .. 25

[ 29 Problemasl . . . ... ... . .. .. 27



Capitulo 2: Fungdes Reais de Uma Variavel Real. Derivadas.

1. Funcoes

Uma fung¢do matematica pode ser encarada como uma maquina teérica que produz a saida
y a partir do valor de entrada x, por meio da formula y = f(x).

input output
f: A B
X f
o (x)
Fungdo: maquina que transforma o ndmero x no ntmero f(x).
Figura 1

Toda a func¢io é caracterizada por trés elementos essenciais:

e a expressao analitica (formula) y = f(z) envolvendo ntimeros, variaveis (letras) e
operadores (+, —, X, =+, 0);

e 0 dominio, que é o conjunto de todos os valores admitidos para a variavel indepen-
dente x;

e a imagem, que é o conjunto de todos os valores assumidos pela varidvel dependente
Y.
Geralmente referimo-nos a uma funcao pela sua férmula, mas estdo subentendidos o do-
minio e a imagem.

O numero de variaveis pode ser qualquer.

Exemplos
1. f(z)= 322 — 2 Funcao de uma variavel,z
2. f(z,y) = 32y — sin(z) Funcdo de duas variaveis, x,y

Neste capitulo vamos estudar fungoes reais de uma variavel real, o que significa que
tanto os valores da variavel independente x como os valores da variavel dependente y sao
nimeros reais R.

As funcgoes sdo essenciais na engenharia para exprimir relacdes numéricas entre grandezas
(grandeza é qualquer caracteristica de um sistema fisico que pode ser medida).

1.1. Nocoes Elementares: formula, dominio, imagem, gréafico

Vamos rever os conceitos de dominio, imagem e grafico de uma fungao para um conjunto
de funcoes relativamente pequeno, como constantes, poténcias, exponenciais, logaritmos e
funcgoes trigonométricas diretas e inversas. A partir destas constroem-se outras usando os
operadores racionais ‘+, —, X, +’ e o operador de composicao ‘o’.
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11 Funcgoes — Nocgoes Elementares: férmula, dominio, imagem, grafico

2.1 Exercicio

Formalizacao Matematica

Escrever as expressoes analiticas das fungoes para as finalidades indicadas.

(a) Converter notas escolares da escala 0 — 20 para a escala 0 — 5.

(b) Exprimir o comprimento da sombra de uma pessoa no solo plano, em fun¢ao da
altura h da pessoa e do angulo « que os raios solares fazem com a vertical.

(c) Converter radianos em graus.

(d) Converter metros em milimetros.

(e) Fornecer a altura de 4gua numa caixa rectangular com 1m? de 4rea de base, em
funcao do volume de agua, em litros.

(f) A distancia em func¢ao do tempo, relativamente a uma cidade C, de um automo-
vel que comega uma viagem a 50km de distancia de C, afastando-se & velocidade
constante de 50 km/h.

Resolucao.

(c) Por ser 180° = 7 rad, o cociente 180 /7 representa a quantidade de graus correspondente
a 1 radiano e a expressao (180/m)x representa a quantidade de graus correspondente a x
radianos. A expressdo analitica da funcao é

2.2 Exercicio

Sintaxe

Dadas as funcdes f(z) = 32 e g(2) = 2% + 2, escrever as expressdes seguintes.
(@) £(2) a(-3) ® f(3a-1)
(@) £(o(2) @ole 2+ () 5250~ at2a)

Resolucao.

_ 3(8a—1)  9a-—2
() fBa—1) =3 5= 3,3
1 13

(e)g(w—2)+%:((x—2)2+2)+§:x2_4x+?
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Capitulo 2: Fungdes Reais de Uma Variavel Real. Derivadas.

2.3 Exercicio

Ordem das Operagoes

Indicar, para cada caso, qual a ultima operagao a ser efectuada se se quiser calcular f(7).

(@) f@) = senllal) () f@) = |sen@)| () £(z) = vIogo(z ~ 9
@ f@) =T @ f@=atsen (1)1 () flo) = 14500 -2

(9) flz) =3 —-2%5  (W)f(x) =2%2— 2)e”

Resolucao.

(e) As operagoes a efetuar sao: calcular 1/7; calcular sin(1/7); calcular |sin(1/7)|; calcu-
lar 72; efetuar 72 x |sin(1/7)|. Esta multiplicacdo é a ultima operacio a ser efetuada.

(h) As operagoes a efetuar sdo: calcular, em qualquer ordem, os valores das expressoes
72,2 — 7, ¢’. Efetuar a multiplicacio 72 x (2 — 7) x €’, comecando por qualquer
uma das multiplicacoes. A dltima multiplicacdo a ser efetuada corresponde & tltima
operacao efetuada no calculo do valor da expressao.

2.4 Exercicio

Griéfico, Dominio, Contradominio
Para cada funcao,
(i) escrever o dominio natural e a imagem,;
(ii) esbogar o grafico;
(iii) indicar um intervalo fechado no qual a funcdo seja crescente; indicar um intervalo
fechado no qual a funcdo seja decrescente.

(a)y = ? (b)y=a® ©y=a>-2 (d)y = |z|
©@v=le+2  (Ny=1 ®v=y () y =
i)y =z Dy=ve-2  Wy=1a Dy=-Vz
y=vr—2 (n)y=|Vzl ©y =zl ®)y=c¢"

(@y=e @©y=01 (s)y =3e" (t) y = In(x)
@y=ln(-2) ()y=logos(w) (x)y=lnlal ) y = In(a)

(2) y = |In|z|| (al) y = sin(x) @ y = sin(x + 7/2) @ y = cos(x)
@ y=sin(—x) (el)y = tan(zx) (f1) y =2+ tan(z) (g1) y = cot(x)

(h1) y = cos(—z) (iL)y=sin(x) —1 (j1)y = 2cos(x) (K1) y = ﬁ

Resolucao.
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11 Fungdes — Nogoes Elementares: formula, dominio, imagem, grafico

y=x2 y=x3 y=x2-2
2 : '
2 0 2 \/
1. 2 3.
Figura 2

(a) (i) Dominio: R; imagem: R{. (ii) Gréfico: ﬁgura 1.; (iii) Crescente: [0,1]; decres-
cente: [—1,0].

(b) (i) Dominio: R; imagem: R. (ii) Grafico: figura[2] 2.; (iii) Crescente: [—2,1]; ndo é
decrescente em nenhum subintervalo do seu dominio.

(¢) (i) Dominio: R; imagem: [—2,+oo[. (ii) Grafico: figura[2] 3.; (iii) Crescente: [1,3];
decrescente: [—3,0].

y=|x+2|

Figura 3

(e) (i) Dominio: R; imagem: RJ. (ii) Gréfico: figura , 1.; (iii) Crescente: [—2,1];
decrescente: [—4, —2].

(g) (i) Dominio: R\ {0}; imagem: R*. (ii) Grafico: ﬁgura 2.; (iii) Crescente: [—4,1];
decrescente: [1,3].

(k) (i) Dominio: R; imagem: [—2,2]. (ii) Gréfico: figura[3] 3.; (iii) Crescente: ]—o0, +00l;
nao ¢ decrescente em nenhum subintervalo do seu dominio.

1/2
y=(x - 2) y=|x|"? y=ex

—

1. 2. 3.

Figura 4

(m) (i) Dominio: [2,4o00[; imagem: R{. (ii) Gréfico: figura , 1.; (iii) Crescente:
[2,4]; ndo ¢ decrescente em nenhum subintervalo do seu dominio.
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Capitulo 2: Funcoes Reais de Uma Variavel Real. Derivadas.

(0) (i) Dominio: R; imagem: R{. (ii) Gréfico: ﬁgural, 4l 2.; (iii) Crescente: [0,5]; decres-

cente: [—5, —2].
(p) (i) Dominio: R; imagem: R*. (ii) Grafico: figura[d] 3.; (iii) Crescente: [—1,12]; ndo
é decrescente em nenhum subintervalo do seu domlmo

x y=In(x-2) y=sin(x+n/2)

| /IN A
e anva

1. 2.

y=0.1

o
an

Figura 5

(r) (i) Dominio: R; imagem: R*. (ii) Grafico: figura [5 1.; (iii) Néo é crescente em

nenhum subintervalo do seu dominio; decrescente: [—3 3]
(u) (i) Dominio: ; imagem: ]2, +oo[. (ii) Grafico: figura[f] 2.;
¢ decrescente em nenhum subintervalo do seu dominio.
(b1) (i) Dominio: R; imagem: [—1,1]. (i) Grafico: figura[5] 3.;
decrescente: [0, 7/2], por exemplo.

(iii) Crescente: [3,4]; nao

(iii) Crescente: [37/2,2m];

y=cos(x) y=sin(-x) y=sin(x)-1
Lt ol LR ? ¢
A PNHTH £r :
At L NN
1 3. 3.
Figura 6

R; imagem: [—1,1]. (ii) Grafico: figura[6] 1.; (iii) Crescente: [r,37/2];

[0,7/2] (igual a (b1)).
R; imagem: [—1,1]. (ii) Grafico: figuralf] 2.; (iii) Crescente: [—m, —7/2];

(c1) (i) Dominio:
decrescente:
(d1) (i) Dominio:
decrescente: [0, 7/2].
(i1) (i) Dominio: R; imagem: [—2,0]. (ii) Gréfico: figura [6], 3.; (iii) Crescente: [0, /2];

decrescente: [r/2,7].

http://www.ipb.pt/~mar,
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11 Funcgoes — Nocgoes Elementares: férmula, dominio, imagem, grafico

2.5 Exercicio

Imagem

Verificar se os valores de y indicados pertencem as imagens das fungoes. Confirmar
usando um plotter de graficos.

(a) y = Viogro(@ =), y=4 Wy=—, y=12
2

(€)y = —

= =1 d)yy=2"" =23
e (d)y ;Y

Resolucao.
(a) Se y = 4 pertencer a imagem da funcdo, entdo deve existir ao menos um valor de x que

seja solucao da equacao

Vamos determinar as solugdes desta equagao. O valor do logaritmo tem que ser nao
negativo para a raiz quadrada poder ser calculada. Podemos escrever,

Viogioe 2 =4 ( 1og10<x_2>)2:42
= log;o(z — 2) = 16
s x—2=10'
oz =2410'

Concluimos que o valor y = 4 pertence & imagem da funcao, porque é a imagem pela
funcdo do valor = 2 + 1016,

(d) Para = = —23 pertencer a imagem da funcao, deve exisir ao menos um valor de z
tal que 27% = —23, que equivale a —z = logy(—23). Como logy(—23) ¢ R, nao existe um
valor real de x que satisfaca a equacgao, e por isso y = —23 nao pertence a imagem da
funcao.

2.6 Exercicio
Grafico

(a) Representar no mesmo referencial os graficos das fungoes f(z) = /z e g(x) = 1/x.

(b) Indicar os dominios das fun¢oes f(z) £ g(x), f(z) x g(x), f(z)/g9(x), |f(z)], |g(z)].

(c¢) Escolher quatro pontos quaisquer no eixo das abcissas e marcar no referencial os
pontos correspondentes dos graficos das fungoes na alinea (b)

2.7 Exercicio

Grafico

Fazer o esbogo do gréfico de uma fungdo com dominio [—3,3]. A funcdo deve ser es-
tritamente crescente em algum subintervalo; estritamente decrescente em algum
subintervalo; deve ter pontos de maximo e minimo relativos; deve ter um ponto
anguloso e um ponto cuspidal; deve ter apenas dois zeros.

Mario Abrantes http://www.ipb.pt/~mar, Em— 7




Capitulo 2: Fungdes Reais de Uma Variavel Real. Derivadas.

Resolugao. Na figura [7] esta representado o grafico da fungao

:E2/3, —3<z<1
flz) =
—x4+2,1<x<3

O dominio da funcdo é o intervalo [—3,3] que esta contido no seu dominio natural. A
fungao é estritamente crescente no intervalo [0,1] e estritamente decrescente nos
intervalos [—3,0] e [1,3]. Apresenta um minimo relativo no ponto x = 0 e um minimo
absoluto no ponto x = 3. Apresenta um méaximo relativo no ponto x = 1 e um maximo
absoluto no ponto x = —3. No ponto x = 0 o grifico exibe um ponto cuspidal, € no
ponto £ = 1 tem um ponto anguloso. A funcao possui apenas dois zeros, localizados
emzr=0ex=2.

ponto anguloso

-2 0 \ 2
ponto cuspidal

Figura 7

1.2. Fungao Inversa

2.8 Exercicio

Funcao Inversa

Determinar as fun¢oes inversas, se existirem.
@ fl)=22+3  (b)g(z) =2 (c) f(z) =2
(@) g(z) = : (e) f(x) = sin(z)  (f) f(z) =cos(z) (9) f(a) =2

(1) f(z) =loga(x)  (j) flx) =2°

Resolucao.
(a) O célculo da fungao inversa é feito pelos seguintes passos.
1. O dominio de f é R; a imagem de f é R.

2. Representar a equacgao na forma y = 2x + 3 e resolvé-la em ordem a z.
y—3

2

Esta formula ja representa a funcao inversa, porque nos dé x conhecendo y.

y=2z+3&2x=y—-3& =

3. Trocar as variaveis x, y para obter a forma comum da féormula de uma fungéo (o valor
que conhecemos designamos por z, e o que a formula calcula representamos por y).
zr—3
2

y:

Maério Abrantes http://www.ipb.pt/~mar, Em— 8



11 Funcoes — Funcao Inversa

Esta ¢ a formula da fungao inversa de f(z) e escreve-se

Merecem atencao os seguintes pontos:

e A notagdo f~!(x) ndo representa 1/f(z), como se pode facilmente verificar com-
parando as formulas correspondentes. Esta ttltima é a inversa multiplicativa de
f(x), enquanto f~!(z) ¢ a inversa funcional de f(x);

e O dominio de f é igual a imagem de f~'; o dominio de f~! ¢ igual & imagem de f.
Esta é uma condicao necessaria para duas funcdes serem inversas entre si.

o Se duas func¢oes sdo inversas entre si, cada uma delas é a funcao inversa da outra.

e Os graficos das funcoes f e f~! sdo simétricos em relacio a reta y = x (figura , 1.).
Isto é verdade para os graficos de quaisquer duas funcoes inversas entre si.

1. Dominio de g: R} \ {4}; imagem de g=] — oo, 0[U[1/2, 4-00].

L_ ¢ resolvée-la em ordem a z.

2. Representar a equacdo na forma y =

P
1 1

= s 2-Vz=-
Y 2 — \/5 y#0, z#4 \/E Yy

1
SVr=2——
Y

Esta formula ja representa a funcao inversa, porque nos dé z conhecendo y.

3. Trocar as variaveis z,y, para obter a forma comum da férmula de uma funcao.

Dominio de g~! = Imagem de g =] — 00, 0[U[1/2, +00[ ; Imagem de g~! = Dominio

de g(z) = R \ {4} (figuralg] 2.).

Mario Abrantes http://www.ipb.pt/~mar, e 9



Capitulo 2: Fun¢oes Reais de Uma Variavel Real. Derivadas.

f(x)=2x+3

7 g 00=/2 - 1/x

f)=(x-3)/2

50 -0

X - x

9()=1/(2 -\/x )

Figura 8: Gréafico de g(z) a trago fino no esquema 2.

2.9 Exercicio

Funcao Inversa

Verificar que os seguintes pares de funcoes sdo fungdes inversas.

(a) f(2) =%, g(z) = V& () f(x) =2% (220), g(z) =va (© flz) =€, g(x) = ()

Resolucao.

(b)
1. Dominio de f = RS‘; Imagem de f = RS‘.

2

2. Representar a equacgao na forma y = x“ e resolvé-la em ordem a x.

y=ut g V=V

VY =zl
& Vy==x

x>0

Esta férmula ja representa a funcgao inversa, porque nos da x conhecendo y.

3. Trocar as varidveis z,y, para obter a forma comum para a expressdo analitica de
uma func¢ao.

y=vz
Esta é a formula da funcao inversa de f e escreve-se
F7H (@) = V.
Dominio de f~! = Imagem de f = R ; Imagem de f~! = Dominio de f(z) = R{

(figura[9) 1.).
(c) Dominio de f = R; Imagem de f = R™
1. Representar a equacao na forma y = e” e resolvé-la em ordem a x.

y=e" <
In(y) = In(e?)
< n(y) ==

Esta féormula ja representa a funcgio inversa, porque nos da x conhecendo y.

Mario Abrantes http://www.ipb.pt/~mar, Em— 10




11 Funcoes — Funcao Composta

2. Trocar as varidveis z,y, para obter a forma comum para a expressao analitica de

uma funcao.

y = In(z)

Esta é a formula da funcgao inversa de f e escreve-se

3. Os graficos de das fungoes g e g~

F @) = In(a).

Dominio de f~! = Imagem de f = R* ; Imagem de f~! = Dominio de f(z) = R.
sao simétricos em relagdo a reta y = x (figura @

1

2.).
v 4 /’
x? - y=x
s
Fal
e
”
s
2 v
-
P Vi
L
Fy
s
g
2 a
pte 5
e
1.
Figura 9
1.3. Funcao Composta

Para se definir a fun¢do (go f)(z) = g (f()), que se 1é g ap6s f ou f composta com g,
a imagem de f deve estar contida no dominio de g. A expressdo g ( f (:1:)) mostra que nesta
composicao o output de f é o input de g. A composicao de funcbes ‘o’ € um operador
construtor de funcdes, que permite construir funcoes mais complexas a partir de outras

mais simples.

2.10 Exercicio

Funcao Composta

(@) (f o h)(x)

(@) (fohog)(x)

(b) (ho f)(@)

(€) (ho fog)(x)

. . 2 . ~
Considerar as fungoes f(x) = ¥z, g(x) = 3 e h(z) = sin(x)+2. Escrever as expressoes
analiticas correspondentes as fungoes abaixo indicadas. Calcular os seus dominios.

) g <f (;”)) W —1)

() (f (

‘2)) h(z —t)

Resolucao.

(a) (foh)(x)=f (h(a:)) =f (sm(az) + 2) = /sin(x) + 2

Mario Abrantes
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Capitulo 2: Fungdes Reais de Uma Variavel Real. Derivadas.

Vamos verificar se esta definigdo ¢ correta, isto é, se a imagem de h(z) estd contida no
dominio de f(x). Temos Imagem de h = [1,3]; Dominio de f = R. Como [1,3] C R, a
definigao ¢é correta. Temos entdo Dominio de (f o g) = Dominio de g = [1, 3]; Imagem de

(fog) = [V1,93) = 1, 93]
(b) (ho f)(@) = h (f(2)) = h (z) = sin (¥z) +2

Vamos verificar se esta defini¢do ¢ correta, isto €, se a imagem de f(z) estd contida no
dominio de h(z). Temos Imagem f = R = Dominio de h = R, pelo que (ho f)(x) pode
ser calculada para todo x do dominio de f. A definicdo é correta. Temos entdo Dominio
de (ho f) = Dominio de h = R; Imagem de (ho f) =[1,3].

(d) (fohog)(x)=f (hlg(x)) = f <h (x§)> —f (sin (xﬁ) +2) — 5/sin (:cﬁ) +2

Vamos verificar se esta defini¢do € correta, isto é, se a imagem de g esta contida no dominio
de h, e se a imagem de (h o g) esta contida no dominio de f. Temos

Imagem de g = R} C Dominio de h = R, pelo que (hog)(z) pode ser calculada para todos
os valores do dominio de g. Continuando, Imagem de (hog) = [1,3] C Dominio de f =R,
pelo que a imagem de (h o g) esté contida no dominio de f. A defini¢do é correta. Temos
entdo Dominio de (f o h o g) = Dominio de g = R; Imagem de (f o ho g) = [v/2, V/3].

2.11 Exercicio

Definir fungoes adequadas f(z) e g(z) de modo a exprimir cada uma das fungoes abaixo
como uma composi¢ao da forma (f o g)(z).

(@) m(x) =4/1- Vx (b) n(z) = |5+ 2x|

Resolucao.

(a) Fazendo g(z) = 1 — /z, com Dominio de g =] — 0o, 1[, para garantir que 1 — /x > 0,
e Imagem de g = [0, +o0]; fazendo f(z) = /z, temos m(z) = (fog)(z) = f (1 — ¥z) =
V1 — ¥/x, com Dominio de f = Imagem de g.

2.12 Exercicio

Funcao Composta

Considerar a fungdo f : N — N | definida por

3x 4+ 1, se z é impar
flx) = )
x/2, se x é par

(a) Mostrar que, para x = 8, calculando sucessivamente os valores
f®), f(f(8), f(f(f(8))), -, acaba por se obter o valor 1. Mostrar que o
mesmo acontece para x = 13.

(b) Seréa que o valor 1 é obtido para qualquer nimero inteiro positivo x, ao fim de um
namero finito de itera¢oes? (conjectura de Collatz, 1937, a sua demonstracao, ou
refutacdo, permanece em aberto)

Maério Abrantes http://www.ipb.pt/~mar, E— 12



11 Funcoes — Sequéncias Numéricas. Limites de Func¢oes

1.4. Sequéncias Numeéricas. Limites de Funcgoes

2.13 Exercicio

Sequéncias Numeéricas

Representar sobre a reta real os pontos correspondentes as vizinhancas indicadas.
(a) A vizinhanca aberta 0.2 de 5.
(b) A vizinhanca fechada 2 de —8.

Resolucao.

(a)]5—0.2, 5+0.2[=]4.8, 5.2[ figura[l0] a esquerda
(b) [-8 —2, =8+ 2] = [-10, —6] figura[10] & direita

=}
s
o
wn
wn
B

e

-10 -8

Figura 10

2.14 Exercicio

Sequéncias Numeéricas

Escrever os 5 primeiros termos de cada sequéncia numeérica.

n? —

Resolucao.

(a) (up) =1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, ---

(¢) (up) =1, 1/2, 1/6, 1/24, 1/120, - - -
(e)(upn) = —1, 1/3, —=1/5, 1/7, —=1/9, -
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Capitulo 2: Fungdes Reais de Uma Variavel Real. Derivadas.

2.15 Exercicio

Sequéncias Numeéricas

Escrever os termos gerais das sequéncias numéricas indicadas. Quais as sequéncias con-
vergentes e quais os respetivos limites de convergéncia?

(@) (un) =1, 2, 3, 4, -+ (b) (un)=0,1,4,9, 16 ---
(e) (up)=1, -1, 1, =1, ;1 --- @(un) =1,1/2,1/4,1/8, 1/16 ---

@(un):Q,l—f 1+-,1—-——-,1+ (f) (up)=1,2,1,2,1---

Resolucao.

(a) up =n

lim n =400 Sequéncia divergente

) (_1)n71 ) (_1)7171 o
lim (1+—— | =1+ lim —— =1 Sequéncia convergente
n

2.16 Exercicio

Sequéncia de Fibonacci

Comeca-se com um par de coelhos recém-nascidos, um macho e uma fémea. A partir do
segundo més de vida o par de coelhos reproduz-se e gera outro par de coelhos, e assim
sucessivamente. Os coelhos reproduzem-se sempre e nunca morrem. Escrever a sequéncia
dos nimeros de pares de coelhos ao fim dos méses 1,2, 3, ... até ao més 10. A sequéncia
numérica infinita correspondente designa-se por Sequéncia de Fibonacci (Leonardo
Fibonacci, 1170 — 1240, Italia).

2.17 Exercicio

Limites de Funcgoes

Usar a calculadora para avaliar os limites (substituir z por valores numeéricos adequados).

I ° (b) lim (1+1/2)" lm (14 1/2) () lim %
(a) lim —mmy () lim (141/2)7 (o) Mim (1+1/2)" (d) lim=—
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11 Funcoes — Sequéncias Numéricas. Limites de Func¢oes

Resolucao.
b)yz=1 (1 )
x =10 (1 > ~ 2.59374
100
=100 1+ ~ 2.70481
v < 100>
1000
= 1000 1+ ~ 2.71692
v < 1000>
1 X
T — +00 (1 + ) — e~ 2.71828
x

2.18 Exercicio

Limites de Funcoes

Calcular os limites.

li li
@ Jlim =7 ®) i 3
1/(z+2), 2 < -2
() lim f(z), f(z)={a2-5 —2<z<3 (d) lim —~
T——00 z—=3-T — 3
vr+3, >3
Resolugao. (figura[11))
w1 (V-1 +1)
1 =1 =1 =2
(@) tim g = A Jm (Ve +1)

rz—1

Figura 11: Grafico da funcao

N
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Capitulo 2: Fungdes Reais de Uma Variavel Real. Derivadas.

2.19 Exercicio

Limites de Funcoes

Por motivos diversos, uma conta bancaria com um saldo inicial de 1024€ é reduzida a
metade a cada més que passa.
(a) Escrever uma equacao que relacione o montante y da conta com o ntimero de meses
x decorridos desde a sua abertura.

(b) O que significa dizer que y tende para zero quando = tende para infinito?

1.5. Funcao Continua

Uma fungdo f(z) diz-se continua num ponto x = a se nesse ponto se verifica

lim f(z) = lim f(z) = f(a).

T—a~ r—a™t

Uma funcao diz-se continua num intervalo se é continua em todos os pontos do intervalo.

Uma func¢do pode ser descontinua num ponto de acumulacdo do seu dominio de trés
formas:
e tem no ponto uma descontinuidade removivel se os limites laterais nesse ponto
existem e sdo iguais, mas diferem do valor da fun¢do no ponto, ou a funcao nao esta
ai definida;

e tem no ponto uma descontinuidade de salto se esté definida no ponto e os limites
laterais nesse ponto existem mas sao diferentes;

e tem no ponto uma descontinuidade essencial se ndo existem um ou ambos os
limites laterais.
Se uma funcdo y = f(x) é continua num ponto, entdo numa vizinhanca desse ponto a
varidavel x tem um controlo fino sobre a variacao de y, isto é, podemos variar o valor de y
tao pouco quanto quisermos por meio de uma variacao suficientemente pequena de x. Este
¢ um dos aspetos da importancia das fungdes continuas na engenharia.

2.20 Exercicio

Descontinuidade

Classificar as descontinuidades das func¢oes da figura |12 no ponto = = a.

Figura 12
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11 Funcoes — Funcao Continua

2.21 Exercicio

Continuidade

E correto dizer que
(a) A fungao f(z) = /= é descontinua no ponto x = —27

(b) A funcdo f(z) = 1/x é descontinua no ponto x = 07

Resolucao.
(a) Nao, porque x = —2 ndo é um ponto do dominio da fun¢do, nem um ponto de
acumulacao do dominio da funcao.
(b) Sim, porque = 0 é um ponto de acumulagao do dominio no qual os limites laterais
nao existem (descontinuidade essencial).

2.22 Exercicio

Continuidade

Quais os pontos em que as fun¢oes sao descontinuas?

@y:x+2 @y:§+ 2 (c)y—{2x+3’$§4 (d) y = sen(1/x)

22 +4 r x+4 x—6, v>4

Resolucao.
Notar que se f(z) e g(x) sao continuas no ponto z = a, entao

e f(x)+g(x)e f(x)g(r) sdo continuas no ponto = = a;
e f(x)/g(x) é continua no ponto z = a se for g(a) # 0;

e se f(x) é continua no ponto g(a), entdo (f o g)(x) é continua no ponto x = a.
(a) As func¢oes no numerador e o denominador tém dominio R e sdo continuas; a fungao
no denominador nao se anula para nenhum valor de z. A funcdo é, por isso, continua
em R, nao apresentando pontos de descontinuidade.

(b) A funcdo 5/x tem dominio R\ {0}; funcao 2z /(x +4) tem dominio R\ {—4}; ambas
sao continuas em todos os pontos dos seus dominios. O dominio da soma destas duas
fungoes ¢ R\ {—4,0}. Como z = —4 e x = 0 sdo pontos de acumulacdo do dominio,
a func¢do soma ¢ descontinua nestes dois pontos (duas descontinuidades essenciais).

2.23 Exercicio

Continuidade

Determinar f(3) de modo que f(x) = (z—3)2

lz—3]

seja continua em R.
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Capitulo 2: Fungdes Reais de Uma Variavel Real. Derivadas.

2.24 Exercicio

Continuidade

Escrever expressoes analiticas para as fungdes seguintes.
@ f(x), descontinua & direita no ponto x = 2 e continua & esquerda neste ponto.

(b) g(x), descontinua no ponto isolado = = 2, exterior ao seu dominio.

(¢) h(x), descontinua & direita e & esquerda no ponto x = 2.

Resolucao.

(a) Por exemplo, f(x) = {

T, <2
4, x> 2

2.25 Exercicio

Continuidade

Justificar que a funcio f(z) = V¥ +1 4 x%ﬂ — sen(2x) é continua em R.

1.6. Funcgoes Trigonométricas Diretas

2.26 Exercicio

Funcgoes Trigonométricas

Demonstrar as igualdades.

(a) tan(a)ctg(a) =1 @ tan?(z) + 1 = sec*(x)
3

sin3(a) — cos3(a) _
= 1
(C) sin Oé) — COS(Oé) sin(o)F#cos(c) + 8271(0()008(04)

Resolucao.
2 2
. + cos*(z) 1
b 9 200 — 1 sin®(x) _
(b) sin™(z) + cos™(x) cos?j;;é(] cos?(x) cos?(x)
sin?(x) 1
cos?(x) ~ cos?(x)

& tan®(x) + 1 = sec®(x)
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11 Funcoes — Fungoes Trigonométricas Inversas

2.27 Exercicio

Funcgoes Trigonométricas

Tomando a = sen(a), b = cos(f), ¢ = tg(7y), escrever os segundos membros das expres-
soes em termos de a, b, c.

@y=sin(-a) (D) y=cos(—B)  (Qy=—cos(B) (d) y = tg(—7)
(e)y = sm(g —a) (fly=sec(f+2m) (g9)y=cotg(y+ 5m) @ y = csc(a+ )

Resolucao.

(a) sin(—a) = —sin(a) = —a
(c) — cos(8) = b

(h) csc(a+ ) = 1/sin(a+ ) = 1/(—sin(a)) = —1/sin(a) = —1/a

2.28 Exercicio

Funcgoes Trigonomeétricas: periodo, frequéncia angular, frequéncia linear

Se z significar tempo, em segundos, determinar os perfodos, as frequéncias lineares e as
frequéncias angulares das fungoes.

(@) y = 3sin(4x) (b)y = —2cos(mx) (c)y=2+cos(x/2) (d)y= —4sin(z/3+ 2n)

Resolucao.
(a) y = 3sin(4x); frequéncia angular: w = 4 rad/segundo;
frequéncia: f = w/(2r) = 2/m Hz; periodo: T'=1/f = 7/2 segundo.

1.7. Fungoes Trigonométricas Inversas

2.29 Exercicio

Escrever os valores exactos das expressoes.

@sin'(-1)  B)eos(-1) (o) sml(\f) @ cos (1)
(e) tan™1(—=1) (f) sec (1) (g9) arctan(1) (h) arcsec(—2)

Resolucao.

(a) sin~*(—1) = arcsin(—1) = —1/2

(c) cosil(%) = arccos(1/2) = /3
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Capitulo 2: Funcoes Reais de Uma Variavel Real. Derivadas.

2.30 Exercicio

Sendo 6 = arcsen(—+/3/2), calcular os valores exactos de cos(), tan(f), cot(6), sec(f),
csc(6).

2.31 Exercicio

Completar as igualdades.

(a) sec”(x) = cos™H() (b) — sen(sen " (z)) = (¢) tan™ (tan(z)) =
@ tan(cos (z)) = (e) esc(tan™ Y (x)) = (f) cot(cse—1(x))

Resolucao.

(a) Como (0 = sec™1(x)) = (sec() = ) e (sec(d) = 1/cos(f)), temos (cos(f) = 1/x).
Daqui vem (sec™!(x) = cos™'(1/z)).

(d) Seja (cos™(z) = B). Entdo (cos(8) = ) e (sin(8) = V1—22). Daqui vem
(tan(B) = tan(cos™(z)) = V1 — 22 /x).

2.32 Exercicio

Fungoes Trigonométricas Inversas

Justificar as igualdades.

(a) arcsin(x) + arccos(x) = 7/2 (b) cos(arcsin(x)) = V122
(¢) sin(arccos(x)) = V1-—22? @ tan(arcsin(x)) = *

Resolucao.
(d) Seja arcsin(z) =6, com —7w/2 < 0 < 7/2. Entao (sin(f) = x) e (cos(0) = V1 — x2).
Daqui vem tan(arcsin(z)) = tan(theta) = sin(6)/cos(0) = x/v/1 — x2.
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