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Capitulo 1: Conceitos de Base

1. Aritmeética

E um dos ramos fundamentais da matemética, envolvendo operacdes como a adicdo, sub-
tragdo, multiplicagdo e divisao. Embora simples, a aritmética forma a base para célculos
mais complexos e é indispensével em todas as areas da engenharia para a manipulacao de
dados e resolucao de problemas numéricos.

Por simplicidade de exposi¢ao, inclui-se nesta seccao o estudo de radicais, logaritmos e ex-
ponenciais, embora uma abordagem mais profunda destes operadores requeira ferramentas
mateméticas que nao pertencem & aritmética, como por exemplo o calculo de limites e as
séries numéricas. Os radicais sdo essenciais na engenharia para o tratamento de fungoes e
célculos que aparecem em varias areas, como na andlise de estruturas e circuitos elétricos,
onde formulas envolvendo raizes sao comuns. Os logarimos e as exponenciais sao centrais
na modelagem de grandezas que variam exponencialmente, como o crescimento populaci-
onal, a desintegracao radioativa, ou o comportamento de circuitos RC. O conhecimento
de logaritmos e exponenciais é vital na engenharia para resolver equagoes que surgem em
modelagens e simulagoes de sistemas dindmicos e processos naturais.

1.1. Adicao e Subtracao

Recorda os algoritmos da adicdo e da subtracdo de ntmeros na forma decimal com as
resolucoes dos exemplos seguintes.

1.1 Exercicio

Efetuar as operacoes.

@ 187+924 (b) 924-187 (© 653-516 (d) 6.53-5.16

Resolucao.
18.7 92.4 653 6.53
(a) +92.4 (b} -18.7 (c) - 516 (d) -5.16
111.1 73.7 24784 1.37

Figura 1: Adigao e subtragao

1.2 Exercicio

Efetuar as operacoes.

@ -187-924 (b) —924+187 (¢) —653+516 (d) —6.53+5.16
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11 Aritmética — Adi¢ao e Subtracao

Resolucao.

(a) —187—-92.4=—(18.7+92.4) = —111.1
(b) —924+418.7=—(92.4—18.7) = —73.7
(¢) —653+4+5.16=—(653 —5.16) = —247.84
(d) —6.534+5.16 =—(6.53 —5.16) = —1.37

1.3 Exercicio

[Indicar por ordem crescente os nimeros —12, 10, —-0.5, —-0.47, 0, 1.23.

Resolucao.
—-12, -0.5, —-0.47, 0, 1.23, 10.

1.4 Exercicio

[Resolver mentalmente.

(@) 9+8 (b) T+4 (c) —5+12
d) 6+5 (e) 3-12 (f) 7+8

(9) 1845 (h) 18—5 (i) 25465
(j) 47+1.2 (k) 5236 () 12+13

1.5 Exercicio

Efetuar as operacoes.

(a) 35.02—86.01 (b) 1000—0.09 (c)

453 — 57

(d) —6.53—5.16

1.6 Exercicio

Escrever expressoes equivalentes sem parénteses (a, b, c,d € R).

@ a—(b+c) ) a—(=b—c) (¢) a+(=b+c) (d)

—d+ (—(a+b) +2b)

Resolucao.

(@) a—(b+c)=a—-b—c

1.7 Exercicio
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Capitulo 1: Conceitos de Base

Nas operagoes da figura [2] substituir os ‘“*’ por digitos. O algoritmo da subtracao pode
ser usado no exercicio (c)?

2% %72 3199.2 6

-*05.16 - % Kk K kK -7
I — C

(2) 109.56 (b) 319894 (©) ?7?

Figura 2: Substituir os asteriscos por digitos

1.2. Multiplicacao e Divisao

1.2.1 Multiplicagao

Analisar o esquema seguinte para recordar o algoritmo da multiplicagdo de nimeros na
forma decimal.

18.7 187 187 187 187
x924 x92.4 X924 x924 X924
748 748 748 748
374 374 374
1683 1683
172788
Figura 3

1.8 Exercicio

Na figura [3] esta resolvida passo a passo a operagdo 18.7 x 92.4. Apresentar os resultados
das operacoes seguintes usando o resultado no esquema & direita na figura.

@ 187x924 (b) 1.87x924 (©) 187x0.00924 (d) 0.187 x 0.00924

Resolucao.
(@) (b) (c) (d)
18.7 1.87 187 0.187
X924 X924 x000924 x0.00924
172788 172788 1.72788 000172788
Figura 4

1.9 Exercicio

Efetuar as operacoes.

@) —18.7x924 (b) 18.7 x (—92.4) © —18.7x (—92.4)
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11 Aritmética — Multiplica¢ao e Divisao

Resolucao.

(@) —18.7x924=—(18.7x 92.4) = —1727.88
(b) 18.7 x (—92.4) = —(18.7 x 92.4) = —1727.88
(¢) —18.7 % (—92.4) = 18.7 x 92.4 = 1727.88

1.10 Exercicio

Efetuar as operacoes.

@ 187x10 (b) 187x100 () 18.7 x 1000

@© 187x01 (£) 187x0.01 (g) 187 x 0.001

(4) —18.7 x 1000
(h) —18.7 x 1000

Resolucao.

(a) 18.7x 10 =187

(b) 18.7 x 100 = 1870

(d) —18.7 x 1000 = —18700
(e) 18.7x 0.1 =1.87

(f) 18.7x0.01 =0.187

(h) —18.7x0.001 = —0.0187

1.11 Exercicio

Escrever os niimeros em falta.

(@) 25.2x? = —252 (b) 7 x(-12) =0.12

(© 7x100=45

Resolucao.

(a) 25.2 x (—10) = —252
(b) —0.01x (—12) =0.12
(¢) 0.045 x 100 = 4.5

1.12 Exercicio

Sabendo que 25 x 25 = 625, resolver as operacoes seguintes.

@ 25x25 (b)) 025x25  (c) 0.25x0.25

(4) —0.025x%25
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Capitulo 1: Conceitos de Base

Resolugao. Notar que a operagdo da muliplicacdo goza da propriedade associativa:
ax(bxc)=(axb)xec.

(@) 2.5x25=0.1x25x25x25=0.1x 625 = 62.5
(d) 25 x (—0.025) = 25 x 25 x (—0.001) = 625 x (—0.001) = —0.6255

1.13 Exercicio

(Resolver mentalmente. )
(a) —7x3 (b) 4x9 (c) 8x5
(d) 15x2 (e) 5x7 (f) 6x4
(9) 9x7 (h) —5x6 (1) —6x(—6)

1.14 Exercicio

Efetuar as operacoes.

(a) 35.02x86.01 (b) 1001 x0.09 (c) —453x57 (d) —6.53 x (—5.16)

1.15 Exercicio

Escrever expressoes equivalentes sem parénteses (a, b, c,d € R).

(@) ax((b+c) (b) ax(=b—c) (¢) ax(=b+c) (d) —dx(—(a+b)x2b)

Resolucao.

(@) ax(b+c)=ab+ac

1.16 Exercicio

Provar cada uma das seguintes proposicoes.
@ O produto de dois ntimeros pares ¢ um nimero par.
(b) O produto de dois nimeros impares ¢ um namero impar.
(¢) O produto de um ntimero impar por um ndmero par é um nimero par.

Resolucao.
Um nimero inteiro n diz-se par se existe um outro inteiro k tal que n = 2k; o inteiro n

diz-se impar se existe um outro inteiro k tal que n = 2k + 1.

(a) Sejam = = 2k; e y = 2Ky dois ntmeros pares. Entdo xy = 2k12Ky = 2(k12K5).
Como k12K5 é um numero inteiro, entdo 2(k12Ks) tem a forma 2k. Fica provado

que zy €é um numero par.

ar 6
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11 Aritmética — Multiplicacdo e Divisao

1.17 Exercicio
Efetuar a operacdo 23 x 12 escrevendo sem parénteses a expressao (20 +3) x (10+2) e

efetuando todos as operagoes resultantes.

1.2.2 Divisao

O esquema seguinte detalha passo a passo a operacdo de divisao 1314 + 12, para recordar
o algoritmo da divisdo de ntumeros na forma decimal.

e —_— —_—
1314 |12 1314 [12 1314 |12 1211 12
1 1 11 10 11 10 ae 109

[1314=12x1009 + 6|

Figura 5

Notar que a expressdo 1314 + 12 representa o valor exato da divisdo, que corresponde a
ter o resto igual a zero. Como nao é o caso, o cociente obtido é apenas uma aproximacao

do valor representado pela divisdao. Escreve-se 1314 + 12 = 109.

1.18 Exercicio
Na figura [5] esté resolvida passo a passo a operagdo 1314 + 12. Adaptar o esquema a
direita na figura para efetuar as operacoes seguintes. Representar a divisao na forma

dividendo = divisor X cociente + resto.

(@) 13.14=12 (b) 1314+1.2 © 13.14+1.2

Resolucao.
(a) (b) ©
13.14 |12 1314 1.2 1314 |1.2
114 109 114 1090 114 109
0.0 6 06 0.06
1314=12x1.09+0.06 1314=12x1090+6 [13.14=12x10.9+0.06]

Figura 6

1.19 Exercicio
Efetuar as operacoes até obter um cociente com dois digitos ndo nulos. Representar a

divisdo na forma dividendo = divisor X cociente + resto.

(@) —18.7+32 (b) 18.7+(-32) © — 187+ (-32)
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Capitulo 1: Conceitos de Base

Resolucao.

(a) —187+32~—058  —18.7=32(—0.58) —0.14
(b) 18.7=(—32) ~ —0.58;  18.7 = 32(0.58) + 0.14
(¢) —18.7=(-32)~058 —18.7=—32(0.58) —0.14

1.20 Exercicio

Efetuar as operagoes.

@ 187+10 (b) 187+100 (¢) 187+1000 (d) —18.7+ 1000
® 187+01 (f) 187001 (9) 187+0001 (h) —18.7+1000

Resolucao.

(a) 18.7+10=1.87

(b) 18.7+100 = 0.187

(d) —18.7+1000 = —0.0187 (e) 18.7+0.1=1870

(f) 18.7+0.01 = 1870

(h) —18.7-0.001 = —18700

1.21 Exercicio

Escrever os nameros ‘?’ em falta.

(b) —12+7 =0.12

(@) 25.2+7=-252

© 7 +(-100) = 4.5

Resolucao.

(a) 25.2+(—0.1) = —252
(b) —12-+(—-100)=0.12
(¢) 0.045+0.01 =45

1.22 Exercicio

@ 27 (b) 256 © 45

Indicar todos os divisores inteiros de cada numero. Quais os nlimeros que sdo primos?

(@) 7

Resolucao.

Recordar que o ntmero inteiro k é divisor do niimero inteiro n se n + k tem cociente

Mario Abrantes
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11 Aritmética — Multiplicagdo e Divisao

inteiro e resto zero, isto é n = ks sendo s um inteiro. Neste caso diz-se também que n
é divisivel por k£ ou que k divide n. Por outro lado, um ntimero inteiro diz-se namero
primo se é divisivel apenas por si mesmo e é diferente de 1.

(a) Os divisores inteiros de 27 sdo 1, 3, 9, 27. O ndamero 27 nao ¢é primo.

(b) Os divisores inteiros de 256 séo 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256. O ntimero 256 nao é
primo.

(c) Os divisores inteiros de 45 sdo 1, 3, 5, 9, 45. O namero 45 ndo é primo.

(d) Os divisores inteiros de 71 sao 1, 71. O namero 71 é primo.

1.23 Exercicio

Fatorizar num produto de nliimeros primos.

@ 27 (b) 256 © 45 (@) 71

Resolucao.

Cada ntimero inteiro pode escrever-se num produto inico de todos os seus divisores primos,
a menos da ordem dos fatores. Este resultado designa-se por Teorema Fundamental da
Algebra.

(a) O unico divisor primo de 27 é o 3. A fatorizacao de 27 em niimeros primos é 27 =
3x3x3=233

(b) O tnico divisor primo de 256 ¢ o 2. A fatorizacdo de 256 em numeros primos ¢é
256 = 25,

(c) Os divisores primos de 45 sdo 0 3 e 0 5. A fatorizacao de 45 em niumeros primos ¢
45 =3 x 3 x 5.

(d) O tnico divisor primo de 71 é o proprio 71. A fatorizagdo de 71 em nimeros primos
&7l ="T1.

1.24 Exercicio

Determinar o maximo divisor comum de cada grupo de numeros. Em que casos os
nimeros sao primos entre si?

@ 27, 36 (b) 4,6 © 12, 20, 28

Resolucao.

O maximo divisor comum de um conjunto de niimeros inteiros ¢ o maior inteiro que
divide todos os nimeros do conjunto. Dois nimeros inteiros dizem-se primos entre si se
ndo possuem fatores primos comuns.

(a) Fatorizamos em niuneros primos os niameros 27 e 36.

27 =3 x3x3 36=2x2x3x%x3

Maério Abrantes http://www.ipb.pt/~mar, Em— 9



Capitulo 1: Conceitos de Base

De seguida procuramos o maior produto de primos comuns as duas fatorizagoes.
Neste caso obtemos 3 x 3 = 9. Concluimos que 9 é 0 maximo divisor comum dos
nameros 27 e 36. Escreve-se mdc(27,36) = 9. Os nameros 27 e 36 ndo sao primos
entre si.

(b) Fatorizamos em numeros primos os ntumeros 4 e 6.
4=2x2 6=2x3

De seguida procuramos o maior produto de primos comuns as duas fatorizacoes.
Neste caso obtemos apenas 2. Concluimos que 2 é o maximo divisor comum dos
nameros 4 e 6. Escreve-se mdc(4, 6) = 2. Os nimeros 4 e 6 nao sao primos entre si.

(c) Fatorizamos em numeros primos os nameros 12, 20 e 28.
12=2x2x3 20=2x2x5 28=2x2x7

De seguida procuramos o maior produto de primos comuns as trés fatorizacoes. Neste
caso obtemos 2 x 2 = 4. Concluimos que 4 é o maximo divisor comum dos niimeros
12, 20 e 28. Escreve-se mdc(12,20,28) = 4. Os numeros 12, 20 e 28 nao sao primos
entre si.

1.25 Exercicio

[Mostrar que se a + b = c entao (ak) + (bk) = ¢, com k # 0. ]
Resolucao.
a+b=c=a=bc, por definicao de divisao

< ak = (bo)k, multiplicar por k£ os dois membros

& ak = (bk)c, pela comutatividade do produto

ak - o
& e c, por definicdo de divisdo
& (ak) + (bk) = ¢, exprimindo a fragdo como uma divisao

Esta propriedade % = ¢ designa-se por lei do corte da divisao. Ela permite simplificar

27 _ 9x3 _ 9

fragoes, como por exemplo 7z = 55 = £.

1.26 Exercicio

Mostrar que a divisao nao goza da propriedade associativa, isto €, geralmente verifica-se
a+(b+c)#(a+b)+c.

Resolucao.

Se a expressao a+ (b=+c¢) = (a+b) =+ c fosse uma identidade, entdo obteriamos uma igual-
dade verdadeira para todo o terno de ntimeros a, b, ¢ que permitisse calcular um qualquer
dos dois membros. Assim, para provar que a identidade é falsa, basta indicar um terno
de nimeros a, b, ¢ para o qual os dois membros da igualdade ndo tém o mesmo valor. Por
exemplo, fazendo a = b = ¢ = 2, temos

a+b+c)=2+(2+2)=2+1=2,
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11 Aritmética — Multiplicagdo e Divisao

enquanto que
(a+b)+c=(2+2)+2=1+2=1/2.

A diferenca de valores dos dois membros justifica que a divisdo ndo goza da propriedade
associativa. Isto ndo quer dizer que a igualdade nao se verifique para algumas escolhas de
nameros a, b, c. Indica um terno de niimeros para os quais a igualdade seja verdadeira!

1.27 Exercicio

(Resolver mentalmente. ]
(a) —T7=+2 (b) 4+8 (¢) 18+3
(d) 15+(-2) (e) —22+(—4) (f) 6+4

1.28 Exercicio

Escrever os niimeros em falta.

(@) 25.2+7 =84 (b) ? +21=-105 (¢) 7x? =38

Resolucao.

(@) 25.2+7 =84&252=7 x84a? =252/84=3

1.29 Exercicio

Efetuar as operagoes y -+ e atribuir unidades aos cocientes e aos restos. Para cada caso,
escrever o enunciado de um problema cuja solucao seja o resultado da divisao.

(@) y=37km  x=15horas (b)) y=225€ x=124kg

(¢) y=027g x=0.35g (d) y=12€ x =3km

(e) y=30 r=1.5 (f) y=24horas x = 40075 km
Resolucao.

(b) 2.25(€)+1.24(kg) ~ 1.8€/kg resto = 0.018 (€)

Exemplo de enunciado: 1.24 kg de um produto custam 2.25 euros. Qual o custo de 1 kg
do produto?

1.2.3 Fracoes

As expressoes § e a + b significam ambas o valor exato da divisdo. A notagao § ¢ usada
por ter vantagens operacionais. Por exemplo, é facil efetuar a soma 1/7 + 2/3 = 17/21,
mas pouco pratico realizar a operacgdo usando a forma decimal para os operandos

0.142857142857... + 0.6666666666... (escrever o resultado desta soma e verificar que

corresponde a 21/7).
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Capitulo 1: Conceitos de Base

1.30 Exercicio

Escrever na forma decimal.
4 15 —12 12
@ 5 O © — @ =
—12 12 125 2
© = © -3 T ® 3

Resolucao.

4
(a) 3 =4+3=1.333---

15 3

= =2 =3+:25=0.12
(b) 125 25 3+25=0

—12
(¢) — =-12+5=-24

5

12
() — =12+ (-5) =24

—12
() —5 =—12+(-5)=24

12

(f) - 5= —(12+5)=-24

125 25 =

— =—=25+3=28333---=8.3
@) 5 =3

2 _
(h) 3 =2+3=0.66---=0.6
1.31 Exercicio
Escrever como fraccao na forma reduzida.

@ 125 (b) 0354 © -023 (4) 36.2215

Resolugao. Uma fragdo a/b estd na forma reduzida se nao puder escrever-se usando
nameros menores que a,b. Por exemplo, 1/2 é a forma reduzida da fracao 3/6, por ser

3/6=3/(2x3)=1/2.

_ 125 _ 25x5 __ 25
(a) 12.5 = 0 = 9xE — 3

(b) Por ser z = 0.354 = 0.354354354 - - -, podemos escrever 1000x = 354.354354 - - e
também 1000z — x = 354, que equivale a 999x = 354 e portanto x = 354/999 =

118/999 (verificar!).

_ 23

(d) 36.2215 = 36.22 + 0.0015 = 3622/100 + 0.15/100. Determinamos agora a fragdo cor-

respondente a 0.15. Fazendo z = 0.1515---

temos 100z = 15.15 e 100z — = = 15,

equivalente a 99z = 15 e portanto z = 15/99 = 5/33. Finalmente
36.2215 = 3622/100 + (5/33)/100 = 3622/50 + (5/3300) = 119531/3300.

Mario Abrantes
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11 Aritmética — Multiplica¢ao e Divisao

A ultima fracdo em cada alinea encontra-se na forma irredutivel pretendida.

1.32 Exercicio

Efetuar as operacoes e apresentar os resultados como frac¢ées na forma reduzida.
2 1 2 1 4 2 4 =2
Z_Z ) — 4= =« 2 22
® 773 O —7+5 @ 5x3 @ %3
4 2 4 2 4 2 4 —2
= _z _ %2 = gz B — x =
() 5X( 3) () —zx3 W —x3 (h) =5 x3
4 2 -4 2 7 9 5 7 9 5
-+ - — == k) —4+-x- l —+ - -
© 3+3 U 5 3 F) 3+5%3 © <3+5)X4
1 243 2
(m) 1/(1/5) (n) 4/(1/5) (0) +1+% ® —5 *t3
5+2 18+12 2 3/5—2/3 1 3
(@) = ) —5—x5 B G55 775
Resolucao.
2 1 10 7 3
(a) R T mmc(7,5) = 35
4 =2 4(-2
@ di 2 428
5 3 5(3) 15
. 4 2 4 3 6
) z+5=:x5=¢
5 3 5 2 5
@ 2ts,2_ 78 2 T 2 35 18 53
Py T T 3 5T 9 5 45 45 45
1.33 Exercicio
(Resolver mentalmente.
() 1-3 (b) 5+3 (9 5-%
d) Fx3 () 2 +3 (f) 6x 5
(9) 49x 1 (h) 3+3 (i) 3=+2

1.34 Exercicio

Escrever em notacdo decimal, fazendo aproximacoes as milésimas quando necessario.
@ 3% (b) 25% (c) 0.2% (d) 100%
2
(e) 1000% () 5% (9) ™% (h) %
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Capitulo 1: Conceitos de Base

Resolucao.
Eis dois exemplos de niimeros aproximados ds milésimas por truncatura.

0.11543323 ~ 0.115
0.115843 ~ 0.116

Consegues entender o processo?

3
2.71828
h =~ = 0.027182
(h) €% 100 0.0271828

1.35 Exercicio

Escrever os valores em percentagem.

@ 0.23 (b) 1.2 (c) 8.5 (d) 0.00034
(e) —1 (f)0.75 (g) 0.32 (h) 0.07
Resolucao.
(a) 0.23 = % =23%
(e) —1= % = —100%

1.3. Linguagem: Aritmética

Os nomes dos operandos, dos operadores e das suas propriedades operatorias.

1.36 Exercicio

Escrever diante de cada expressao na coluna esquerda o ntmero da expressdo correspon-
dente na coluna direita (se existir correspondéncia; se nao existir escrever um 'X’). Na
coluna direita, log, x, por exemplo, pode corresponder ao texto 'logaritmo’, mas também

ao texto 'base do logaritmo’ por a seta a negrito apontar para a base b.

Mario Abrantes http://www.ipb.pt/~mar, E— 14




11 Aritmética — Linguagem: Aritmética

Portugués Matematica
1. Parcela — L 10%2(3«")
2. Forma reduzida da fragdo — 2. "

3.1
3. Radical — °8:(®)
4. %f(:c)
4. Radicando — 9
J. e
5. Indice da raiz —
ndice da raiz 6. log3(5A)
6. Poténcia — M
7.4
7. Expoente — M
8. Jx
8. Base da poténcia — 9 a=b
' A
9. Base do logaritmo — 1. 10. g - b
10. Argumento do logaritmo — 6. 11 ez,vg,

1.37 Exercicio

(O mesmo enunciado do exercicio 361
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Capitulo 1: Conceitos de Base

Portugués

1.

- W

R

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

Propriedade associativa da

adicdo — X

Resto ou diferenca —
Diminuendo ou aditivo —
Produto —

Dividendo —

Fator —

Fatorizar —

Numerador —
Denominador —

Fracao —

Parcela —

Forma reduzida da fragao —
Radical —

Radicando —

Indice da raiz —
Poténcia —

Expoente —

Base da poténcia —

Base do logaritmo —

Argumento do logaritmo —

1.

-

10.

11.
12.

13.
14.
15.

16.

17.

© » N o

Matematica
log, x

1.38 Exercicio

(b)

Cinco por cento de 27.

Uma rua tem 7 prédios, cada prédio tem 4 apartamentos, em cada apartamento

vivem 5 pessoas. Numero de pessoas que vivem na rua?
Um retangulo com uma area de a x b= 10 km?. a =, b =7

Depositei hoje 2 céntimos e em cada um dos 10 dias seguintes depositei o dobro da
quantia total acumulada até esse dia. Dinheirinho ao fim desses 10 dias?

Uma torneira despeja 4gua para um tanque inicialmente vazio & taxa de
5 litros/minuto. Quantos minutos decorrem até o tanque ter 37.8 litros de agua?
@ Um automovel desloca-se a velocidade constante de 55 km/h. Que distancia per-

corre em 2.3 horas?

Para cada afirmacao, escrever as expressoes mateméaticas correspondentes usando apenas
multiplicagoes ou divisoes.

Resolucao.

Mario
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11 Aritmética — Poténcias

(a) 5% x 27.
(f) (55 km/h) x (2.3 horas).

1.39 Exercicio

Formalizar matematicamente as expressoes em portugués.
@ 36 é igual & soma de um certo niimero com o quadrado desse mesmo numero.

(b) A ter¢a parte de um nimero adicionada & quinta parte de outro niimero é maior
ou igual ao primeiro nimero.

(c) A média aritmética dos numeros u, v, w,x é igual a zero.
(d) O perimetro de uma circunferéncia de raio r ¢ igual a 2.
() z € um nimero par positivo.

(f) As raizes quadradas de 3.

(g) 2/3 de 4/9.

(h) O inverso de 4/9.

(i) A area de uma esfera de raio r.

(j) O ponto intermédio dos niimeros = e y sobre a reta real.

@ O moédulo da soma de dois nimeros é menor ou igual & soma dos médulos de cada
um desses nameros (desigualdade triangular).

(1) A operagao de adicao goza da propriedade associativa.
(m) A distancia na reta real entre os ntimeros = e 3 é igual a 2.

@ A distancia na reta real entre os nimeros z e —3 é igual a 2.

(0) A distancia na reta real entre os nimeros x e 5 é superior a 3.

Resolucao.

— 2%, keN
a+ bl <lal + 0|
x—(=3)| =

1.4. Poténcias

1.40 Exercicio

[Resolve as poténcias em falta.
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Capitulo 1: Conceitos de Base

(a) 22=2x2=4 (b) 2°= (©) 3 =3x3x3=27
(d) 3%= (e) 21%= (f) 43 =

55 =5x5x5=125 | (h) 22423 = (i) 22x23 =

() BxP - ® (3) =1 0 %-

m () = ® (2)-4 |0 (13-

() (-22=-2(-2)=4 (9 -2°= @® 5P=g =35

(s) 27 = (t) 20=1 (W) —272—

) (=27%=4 (w) 37'x3= x) 2% =512

1.41 Exercicio

[Escrever na forma decimal as expressoes em falta.

(a) 10° = 1000 (b) 1073 = (c) 107'=0.1
(d) 10°= © 22x10%=22000 | (f) 22x10%=
(9) 235x107* = 3 x 107° (i) 12 =
0.000003
(j) 2.2+102= (k) 102+10"*= (1) 102x1074 =102

1.42 Exercicio

Escrever na forma decimal.

(a) Cinco mil trezent

os e vinte e um.

(c) Vinte e cinco milésimas.

(b) Vinte e cinco milhoes.

(d) Trés décimas de milionésima.

1.43 Exercicio

(a) 0.00225

(b) 132.27

(c) —4.43

Escrever em notagdo cientifica. Qual a vantagem de usar esta notagao?

(d) 1.98

Resolucao.

A notacgao cientifica é uma forma de representacao de numeros. Todo o ntmero real

Mario Abrantes
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11 Aritmética — Radicais

é escrito da forma 4aj.asaz--- X 10", em que 1 < a1 < 10 e n é um ntmero inteiro,
positivo ou negativo. Os segundos membros das expressoes seguintes sao as representacoes
em notagao cientifica dos niimeros nos primeiros membros.

135 = 1.315 x 10?
—0.001315 = —1.315 x 1073

1.44 Exercicio

Escrever sem usar parénteses (a,b € R).
(a) (a +b)? (0) (—a— b) (¢) (a—b)? (d) (a+1b)®
() (a—)° (f) (a+ (9) (a+1b)~2 @) (a+v)~
(i) 3 % (a +b) ) w (k) (@+0)(a+b) () (a+Db)(a—Db)
(m) (b+a)(b+a) (n)(b+ a)( —a) (o) (a=b)(a=b) (p)a(b—c)?
Resolucao.
(h) (a+b) % = — !

" (a+b)®  dd+3a%b+ 3ab® + b3

1.5. Radicais

Notar que
e Va=c=a=c"

e Cada ntmero positivo admite duas raizes reais de indice par, mas apenas para a raiz
positiva se usa a notacao ‘\[’;

e Os numeros negativos ndo tém raizes reais de indice par, mas tém raizes reais de
indice impar.

1.45 Exercicio

Completar a informacdo em falta na resolucao.

(@) V4 (b) V64 (c) V=16 (d) /32
(e) V121 () v125 (g) /10000 (h) V1024

Mario Abrantes http://www.ipb.pt/~mar, e 19



Capitulo 1: Conceitos de Base

Resolucgao.

a) V4 =2, porque 2? =4

b) V64 =4, porque 43 = 64

¢) V=16 = 4i porque .
YV32 =, porque

e) V121 = | porque

f) V125 = 5, porque 5% =125

g) V10000 = , porque

h) V1024 = 2, porque 2'° = 1024

(*): usou-se a convengao de /—16 representar o valor principal das raizes quadradas de
—16, que é 4i.

1.46 Exercicio

Determinar o inteiro mais proximo, por defeito, do valor de cada expressao.

(2) V324 ~ (b) v/39.6 ~

Resolucao.

Notar que o valor inteiro mais proximo por defeito de um certo nimero k, é o maior
nimero inteiro que nao ultrapassa k. Por exemplo, o inteiro mais préximo de 3.5 por
defeito é 3; o inteiro mais proximo por defeito de —3.5 ¢ —4.

(a) Se /324 = z entdo 2> = 324. Como a funcdo 2> é crescente, procuramos o maior
inteiro possivel que substituido em z verifica > < 324. Encontramos = = 6, que é o
valor aproximado por defeito pretendido. Podemos escrever /324 ~ 6. No entanto
x =7 & uma melhor aproximacio de V/324. Porqué?

1.47 Exercicio

Para cada expressdo determinar o inteiro mais préximo do seu valor.

(@) V13 (b) V12 (c) V265 (d) v/325

Resolucao.

()32 =9<13<4?> =16
Por ser 3.52 = 12.25 < 13, o inteiro mais proximo de v/13 ¢ 4

1.48 Exercicio

Escrever os radicais na forma de poténcias e as poténcias na forma de radicais (se pos-
sivel).
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11 Aritmética — Logaritmos

(2)2%/° = V23 (b) V26 (c) 273/

@szQﬁ (6)44/3 @\5/5?:5

(9) V7 () v2—2 =21 (i) V12

1.49 Exercicio

Simplificar (se possivel).
@22 x 2712 (b)25* =251 ©VI+VE (423 -2/
() 2% x 572 (f) (-2)°2 %572 () \/ V16 (h) 312 — 21/

Resolucao.
Geralmente, simplificar uma expressdo numérica nao significa resolvé-la, mas apenas
escrevé-la noutra forma equivalente, com menos operacoes por efetuar e que seja rela-

tivamente simples de obter.

(b) 2.5%° + 2571 = 2535 (-1) — 9 545

(c) VT+ V38

1.6. Logaritmos

nao se pode simplificar mais

1.50 Exercicio

[Escrever os valores em notacao decimal.

@ logy(2)

(b) logy(4)

(c) logg1(0.1)

@ logs 5(3.5%)

(e) log;0(1000)

(f) logy(8?)

(2) (loz(®))”

(1) 41og,(27)

(i) 2log,(e)

(3) 21n(e)

(k) logg 1 (10)

(1) log; 5(1.44)

(m) logg 5(0.008)

@ €1n4

@ 10'°810(2.7)

(p) Alog4(12)

(a) logy(30) — log,(7.5)

(r) log ((8 X 4)2)

(s) log;((10%)

(t) 5% logs(81)

(u) logy(3'()

Resolucao.

Mario Abrantes
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Capitulo 1: Conceitos de Base

(a)
(d)
(h) 4
(J) 2
(k)
(
(
(

0)
)

n) e

a) logy(2) =1
logs 5(3.5°) = 2logz 5(3.5) = 2

logs(27) = 4 x 3 =12
In(e) =2 xlog.(e) =2x1=2

k IOgO 1(10) 10g1071(10) = —

101°810(2:7) — 9 7

r) logy ((8 x 4)?) = 2(loga(8) + loga(4)) = 2(3 +2) = 10

1.51 Exercicio

[Determinar para cada expressdo o inteiro mais proximo (se possivel).

(a) log,(14) (b) logs(13) (c) logs(0)

(d) logs(2) (e) logg, (14) () log; (12)

log_»(8) (h) logs(~2) (@ logs(0)

Resolucao.

(a)

(g, h)

Mario

Escrevemos log,(14) = x, sendo z o valor que queremos aproximar.

Como log,(14) = = < 4% = 14, podemos procurar uma estimativa para = por
tentativa e erro, substituindo x por sucessivos ntimeros inteiros até termos dois valores
de 4% que enquadrem 14. Verificamos que (4 < 14 < 16) & (4! < 14 < 4?) e
por isso 1 < z < 2 (notar que log,(z) é uma funcao crescente). Podemos pensar
que x estd mais proximo de 2 do que de 1, por 14 estar mais préximo de 16 do
que de 4. A conclusdo é correta, mas o raciocinio ndo, porque log,(x) nao é uma
funcao linear! Uma forma correta de obter esta conclusdo é verificar que = > 1.5
e por isso x = 2 é uma aproximagdo melhor que x = 1. Vamo a isto. Temos
1.5 = log,(4'°) = log,(4 x 4°?) = log,(4 x V4) = log,(8). Por ser logs(x) uma
funcdo crescente e o argumento 14 maior que o argumento 8, temos log,(14) > 1.5,
pelo que x = 2 é a melhor aproximagao inteira pretendida.

Escrevemos logs(2) = z, sendo z o valor que queremos aproximar.

Como logs(2) = z < 5% = 2, procuramos uma estimativa para x por tentativa e erro
até termos dois valores de 5% que enquadrem 2. Verificamos que 5° < 2 < 5! e por
isso 0 < z < 1. Resta ver se x é maior ou menor que 0.5 para saber qual dos valores
0 ou 1 escolhemos. Como logs(5°%) = logs(v/5) = 0.5 e v/5 > 2 e logs(x) ¢ uma
fungao crescente, entao logs(2) < 0.5 pelo que x = 0 é a melhor aproximacao inteira
pretendida.

Logaritmos com bases negativas ou argumentos negativos nao estao definidos em R.
Tém valores complexos (porqué?).
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11 Aritmética — Operador Modulo

(1) O valor logy(0) nao esta definido (nao existe), seja qual for a base b.

1.7.  Operador Modulo

1.52 Exercicio

Escrever os valores numéricos das expressoes em notacao decimal.
1
() |-2 ®) 12 (©) [0 @ \—2\
' | £ |2 9 |2 (1) |22
i) |-2f* G) —B=2 Q) —|-3+2 (1) 15 -2
1/3 1 4
(m) |=5+2] ) VI-6-3 @ (]-29+2|) (p) ‘2><3—3
Resolucao.
1 1
d | =
@ [-3|-3
() —|-3+2/ = | —1] = -
1/3 1/3 /3
(o) (1-20+21) " = (1-27) " = (20" =3
Maério Abrantes http://www.ipb.pt/~mar, e 23




Capitulo 1: Conceitos de Base

2. Equacoes e Inequacoes

As equagdes e inequagdes que surgem na engenharia, relacionam grandezas fisicas variaveis
que aparecem na formalizacao matematica de sistemas. A sua resolucdo permite encontrar
os valores destas varidveis e assim entender o comportamento dos sistemas fisicos descritos
pelas equacoes e inequacdes.

1.53 Exercicio

Considerar a equacao linear de uma variavel

z+1 30+ 2
=3x+ -.
2 )
(a) Verificar se 2 = —1 ¢ uma solugao da equagao.

@ Resolver a equacdo e verificar a correcdo do resultado obtido.

Resolucao.

Uma equacgao se diz linear se os termos em que as incognitas tém expoente 1, nao se
multiplicam nem dividem entre si, ndo surgem em denominadores, nem sido argumentos de
funcGes nao lineares. Uma equacao diz-se linear de uma variavel se é linear e contém
apenas uma incognita. Um valor numérico diz-se solugao da equagao se substituido na
incognita, e efetuadas as operacoes nos dois membros da equacio, a igualdade resultante
é verdadeira. Por exemplo,

5Bx+4+1)+y=2 é uma equacgao linear de duas variaveis;

5 +1=4 é uma equacao nao linear de uma variavel;
x —
3zy+x =4 é uma equacao nao linear de duas variaveis;
r+2=(3/2)z é uma equagao linear de uma variavel.

(a) Substituindo x por —1 na equagdo, obtemos

141 2 9 13
VR O W DI, S SR PN S
2 (=1)+3 Ty ®© 5

Concluimos que —1 nao é uma solugao da equagao.
(b) Vamos resolver a equacao. Como mmc(2,5) = 10,

1 2
z —;— =3z + = e 5(x+1)=30zx+4 multiplicimos ambos 0os membros por 10
&5z —30xr=-5+4
& =26 =—-1
- 1
r=—
25

A solucdo tnica (porqué?) da equagdo ¢ z = %
Para verificar a correcao deste resultado, substituimos x por 1/25 na equacao inicial e
obtemos uma igualdade verdadeira.

1/25+1 2 26/25 3 10 13 13

—3(1/2 “ 2 019
2 B1/B)+ 5 & =t s @ r =0
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2 2 Equacgoes e Inequacoes

1.54 Exercicio

Resolver a equacéo linear e verificar a correcdo do resultado obtido.

T — 2
3

=2(3zx—2)

Resolucao.
Vamos resolver a equacao.

T — 2
3

=23r—-2) < x—2=18z—12 MultiplicAmos ambos os membros por 3

S —18r=2—-12
& —172 = —10

10

Sr=—
T

= 5z 10
A solugao da equagao é z = 1=.

Para verificar a corre¢do deste resultado, substituimos = por 10/17 na equacgao inicial e
obtemos uma igualdade verdadeira.

10/17 — 2 —24/17 60 8 8
——— =2(3(10/17) - 2) & = — 4 —— =
3 (3110711 =2) 3 17 17 17
1.55 Exercicio
Para cada uma das equagoes lineares de uma variavel seguintes, (i) verificar se z = —1 é
uma solucdo da equacdo; (ii) resolver a equacao (se possivel).
(a)z+3=2 (b)yz—3=2 () =2
z 1 T 1 x 1
— = 2 — — — = — _ = — = —
OFENEES ()5 -3=3 ®-5-3=1
-2 3x-2
(g)z—3=z-2 (hWao—-8=20+1 ()2 "=2"7 1
3 5
—2 3 1
(J)xg =2Br-2)-1  Wetl=atl () z-20- =0
Resolucao.

(d)

-1 1
(7) Substituindo a incoégnita por —1 obtemos 5 = V2 + 5 —1=+/2, que é uma,

igualdade falsa. Por isso —1 ndo é uma solucao da equagao

1 1
(7i) Resolucao da equagao: g =2+ 3 &S =2 <\/§+ 2) s r=2V2+1

A solucio da equacdo é z = 2v/2 + 1.
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Capitulo 1: Conceitos de Base

(f)
(=1)

) 1
(1) Substituindo a incégnita por —1 obtemos — o 3= & —5 =3 que é uma

1
3
igualdade falsa. Por isso —1 nao é uma solucao da equagao

1 1 10 20
(7i) Resolugao da equagdo: — g —3= 3 & —% =3+ 3 S r=-2 <3> &S r=——

A solucio da equacio é = —29.

3
(k)
(7) Substituindo a incégnita por —1 obtemos —1+1=—-1+1 < 0=0, que é uma
igualdade verdadeira. Por isso —1 é uma solucao da equagao

(7i) Resolugao da equagdo: z+1=2x+1 < 0=0

Como a equacao inicial € uma identidade (igualdade verdadeira para todos valores
de x para os quais algum dos membros pode ser calculado; neste caso a igualdade é
verdadeira para todos os valores reais), todo o namero real é solucao da equacao.

1.56 Exercicio

Resolver a equagdo nao linear de uma variavel e verificar a corre¢ao do resultado obtido.

r+2 1 7
T —=__ 19
3z 5 5x+

Resolucao.
Vamos resolver a equagao.
x+2 1 7

- 5:—5—x+2<:>5(x+2)—3x:—21+3():1:

MultiplicAmos ambos os membros por mmec(3x, 5, 5z) = 15z - mmc algébrico

Esta transformacao s6 é valida se x # 0. Porqué?
& 52+ 10 — 3z = —21 4+ 30x

& 2z — 30 = —-10—21

& —28x = —31

I
928

5 514 31
A solugao da equagao é 53.

1.57 Exercicio

Resolver em ordem a t a equacdo

2/(b'z) = a.

Resolucao.
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Equacoes e Inequagoes

e A equagdo tem quatro incognitas, b,t,z,a.
quadruplo de valores (b, t, x,a) que substituidos na equagao tornem a igualdade ver-

dadeira. Por exemplo, para (b, ¢, x,a) = (2,0,1,2) temos

A forma em que a equacao é apresentada é Util se quisermos conhecer o valor de a,

conhecendo previamente os valores de b, ¢, x.

Resolver a equacao em ordem a ¢, significa coloca-la na forma ¢t = (...), em que no
segundo membro aparecem a, b, z, mas nao t. Esta forma € 1til se, a partir dos valores

de a, b,z de uma solucao quisermos obter o valor correspondente de .

2/(b'z) =a < 2="bra

Vamos entdo resolver a equagdo em ordem a ¢.

MultiplicAmos ambos os membros por b’z

Esta transformacao s6 é valida se x # 0. Porqué?

= blra =2

<:>b’5:i
xra

2
< log, (bt) = log, () Aplicamos log aos dois membros para fazer
za

Trocamos os dois membros.

Passamos para o 22 membro os termos sem t.

a incognita t descer da posicao de expoente.

2
&t = log, (x)
a

A resposta a este problema é a equagdo t = log, (%) Esta equacao tem o mesmo

conjunto de solugdes que 2/(bfx) = a, mas tem a forma mais adequada para responder

a questodes como, Se for a =2, x =1, b= 3, qual o valor de t?

1.58 Exercicio

Obter as solugbes reais das equagoes.

(a) 2° =4

@x4:5 ®m3:—3
2

2 +2

(y)z+1= 5

@) 2® +4z =0

(Da? =3z -2 (j)%:él—l—x
1
(m)\f—2:§ (n)e*+x=0
3z + 10 z—2 1
(@) 2¢—5 ®m+3+§_

WVr—2=v2r+1 () Va2+9=-5 (w)VaZ=2 (z)

0@ @5
6

() (z+1)(z-1)=0 ()e" =5

@) (x+1)(x—1)=2 (p) log,5=2
1 1
(S)x+3+x—|—3:4 t) Ve —3=5

(aa) 3% = 3x
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Capitulo 1: Conceitos de Base

Resolucao.

72

2
(d)m;:—Z s P=-8 o r=+iV8 & (z=—iV8)V (z =iV8)

b) —=4 & 1°=8 & (z=—V8) V (z=8)

Equacao impossivel em R

(e)at=5 & (x=—-V5)V (z=V5)

(flz=-3 & z=v-3

3+.9-8 R :E

(Ya?=3r—-2 & 2° -32+2=0 & 2= 5 T 5
s (z=1)V(=2)

k) (z+1D)(z-1)=0 & (z=-1)V(z=1)

(I)e* =5 < = =1In(5H)

2 1
NI 24-=3 o 22-2)+2+3=6(x+3) & 30— 1=06z+18
& —3r=19 & z=-19/3

r+3 2

(W) Vr—2=v2r+1 & (z—2=22+1)A(x—2>0)A(2x+1>0)
< (z=-3)A(x>2)A(x>-1/20)

Equacio impossivel *)

()2 +42=0 & z(24+4)=0 & (z=0)V (z=—4)

(*): se as expressoes nos dois membros puderem assumir valores complexos, nao reais, a
solucao real é x = —3.

1.59 Exercicio

Resolver as equagoes em ordem & varidvel indicada.
1 9 b—
(a) A= 5(b1 —bo)h, h (b) F=_C+32, C @F:“(d2 N
1
@ logs(x 4 2) — logs(x — 2) = 3 @ (e) cb® =a, b (f)2In(3z) =4, =
(9) C = A(240.2/m)™, t (W) Va2 =2, = D2/ "z) =a, t
Resolucao.
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2 2 Equacgoes e Inequacoes

b— Fd?
(c)F:a( ) o Fd*=ab—ac & ac=ab—Fd*> & c=b— —
1 T+ 2 1 T+ 2 1
1 2) —1 ) == o] i — 5%
(d) logs(x 4 2) — logs(x — 2) 5 & g5 =5 o > 52
—2—2v5
e r+2=(x-2Vb & 2(1-V5)=-2(1+V5) @x—l\}g

N 2 o 2 2
(’L)m:a@b I:(m<:>t:l‘+10gb<ax)

1.60 Exercicio

Resolver as equacoes.

@ |z =2 (b) |-z =2 (c) |-z = -2 (@) |z +1] =3
() lz—1|=3 @‘m2+1‘:2x @ le+1=]22 -3 (h) |2 =<

Resolucao.

(@) |z =2 & (x=-2)V(r=2)
d)jJz+1]=3 & (z+1=-3)V(z+1=3) & (z=—-4)V(r=2)

(f) ‘x2—|—1’:2x . [(:U2+1:—2x)\/(:1:2—|—1:2a:)}/\(2:1:20)

= [(x2+2x+120)v($2_2x+120)}A(:@O)

PN [(x:_2i2 M)\/(:EZL V24_4)]/\(x20)
s [z=-1)V(z=1)]A(xz>0)

S x=1

(9) lx+1=22-3] © (z+1=22-3)V(r+1=-22+3) & (z=4)V(r=2/3)

1.61 Exercicio

(a) Resolver a inequacdo e usar a notagao de conjuntos para representar o conjunto de

solucoes obtido
r—2

<2x—2.

(b) Sem substituir na inequagao, responder ao seguinte: o valor z = —1 ¢ uma solugao
da inequacgao?

Resolucao.
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r—2
<2r—2 & x—2<6x+6 Multiplicar por 3 ambos os membros.
& x—6r <642 Passar para o 1° membro os termos com .
& —bhr <8
8 g

& x> 5 Dividir por —5 ambos os membros

Representacao do conjunto solugao: [—%, +00.

(b) O valor z = —1 é uma solucao da inequagao porque pertence ao conjunto de solugoes,
ou seja

8
-1 e [—g, +OO[

Isto significa que se substituirmos —1 na varidvel da inequacao se obtém uma desi-
gualdade verdadeira

-1)—-2
( ; >2(-1)—-2< -3 > —4.
1.62 Exercicio
(a) Resolver a inequacgao
dr +1 > 6 2
5 = 3

(b) Sem substituir na inequagcao, responder ao seguinte: o valor x = 2 é uma solugao
da inequagao?

Resolucao.
(a) Multiplicar ambos os membros pelo mmec(3,5) = 15, para eliminar as fragoes.
bl > 6 -2 o 3(dz+1) > 90 — 5z

Passar para o 1° membro os termos com z.
34x+1)>90 -5z < 120 +5x >87 & 17z >38

Dividir por 17 ambos os membros para obter o conjunto solucao da inequacao.
172 >8 & o> &

(b) O valor x = 2 é uma solucao da inequagao porque
— as inequagoes inicial (% >6— %) e final (x > %) sao equivalentes;

— Substituindo x por 2 na ultima destas inequacoes se obtém a desigualdade falsa
2> 8/17.

1.63 Exercicio
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Resolver as inequagoes em R. Fazer a representacao grafica dos conjuntos solugdo sobre
a reta real.

(a)z <1 b))z < -1 () —z<1 (@) —z< -1
x 1 r+1 2 xr—2 3x —2 x—2
Z4> = z -1 () <2

(e)3-4>3 o <%ty (B3 <5 e

(Da? <2 (a?+32-1>0 (K)a?+32-1<0 () |z| <2
(m) |z| > 2 (n) |lz—3|<1/2 (o) |z —3| < |2z —1] ®|f:v—3\>|:c71]
(@a?+1<0 (r)a®+1>0 (s)1<|z| <3 1< |z —2/<3

Resolucao.
Resolver as inequagtes em R significa determinar todas as solucoes reais de cada uma
delas.

(d) —2< -1 < x>1 Conjunto solucao: [1,+o0o[

1 2 1
(f)‘r"; <Brt s e S+ 1)<30rtd e 2r<—l e o>

. . 1
Conjunto solucao: [25 +OO[

DV +1>V3r—2 & (z+1>32-2)A(x+1>0)A 3z —2>0)
@(—2;52—3)“3;2—1)“@%)@( S;)/\(:vz—l)/\(ng)

2 3
Conjunt lucao: |=, =
onjunto solugao {3, 2]

(h)§7§§2 S {lz-2)<2x-1)|A(z=1>0)}V{[(z=2) 22z -1)]A(z-1<0)}

S [z <Az >1}V{[-z>0A[z<1]}e (x>1)V(z<0)

Conjunto solugao: |—oo,0] U1, 4o00]
(i)a?<2 & 2P<2 & |z/<V2 & —V2<z<V?2
Conjunto solugao: (—\/5, \fZ)

(k) Determinamos as raizes da equacao > + 3z — 1 =0

—3E 4 —3+xv1
3 V13 3 v13
o (le=—S-Y2)v|e=—S+X"
2 2 2 2

Como o coeficiente de 2% na equacio € positivo, a expressio 22 + 3z — 1 é negativa para valores de x situac

3 13 3 13
Obtém-se: 22 +3x —1<0 & x € (—2—\5,—24—2)
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Resolucao alternativa da alinea (k):

3\? 13 32 13
2 1 — 2y _ 2 2 b
x4+ 3z —1 0<:>(x+2> 4<0<:> :c+2 <4
3] V13 V13 3 Vi3
‘:" +z‘<2‘:> T< o<
S3_ovB_ 3 VI3
5 g STt
13

2 2’

3 W_;+\/ﬁ>

Conjunto solugao: <— - 5

(p) |-z =3[ > |z —1]
Vamos resolver a equacao de duas formas.

12 Forma: Podemos ter os seguintes casos, dependendo do valor de x:
(i) (—z—3>0)e(x—1>0)

(ii) (—z—3>0)e (z—1<0);

(iii) (~z—3<0) e (x —1>0);

(iv) (rz—3<0)e(x—1<0);

(v) excluimos o caso (—x — 3 = 0), dado que (—z — 3 = 0 & x = —3), que torna falsa a
expressao da alinea (p);

(vi) mas contamos o caso (x —1 =0 < x = 1), que torna a expressao verdadeira. Notar
que

——-3>0 = |—z—-3|=-2-3
—x—3<0 = |—-z-3|=2+3
r—1>0 = |jz—1=2-1
r—1<0 = |z—1]=—-z+1

Os primeiros quatro casos podem ser condensados nas expressoes seguintes.

r—3>zx—1)A(—x—3>0)A(z—1>0) —x—3

( (x — 1) positivos
x—3>—-cz+1)A(—z—-3>0)A(x—-1<0) (—z—3

(

(

positivo, (z — 1) negativo
r+3>r—-—1D)A(—z—3<0)A(z—1>0)
r+3>-cz+1)A(—2-3<0)A(x—1<0)

(= )e
(= )
( —x — 3) negativo, (z — 1) positivo
( —x —3) e (z — 1) negativos

Resolvendo-as obtemos

(x < =1)A(xr < —=3)A(z>1), Conjungio impossivel
(0>4)A(z < =3)A(x<1), Conjuncao impossivel
0> DA (z>-3)AN(z>1)z>1
(x>-1DA(x>-3)N(z<])e-1<zx<l1

Destes dois tultimos casos e do caso (vi) acima, concluimos que o conjunto solugao da ine-
quagao é (—1,400).
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22 Forma

—z=3[> -1 efr+3[>r-1]

& V@ 132> /(@ 1)
& (z+3)> (z - 1)

s 4+6x+9>22—20+1
& 8 > —8

S >-—1
O conjunto solucao da inequacao é (—1,400).

()2 +1<0s 22 <1, inequagao impossivel em R

2.1. Problemas de Aritmética e Equacoes

Colecao de problemas cuja resolucao a operagdes aritméticas, equacoes e inequagoes

1.64 Exercicio

Sem utilizar um esquema de ‘regra de trés simples’, resolver o seguinte problema. 3
quilogramas de batatas custam 2.25 euros. (a) Qual o custo de 1 quilograma de batatas?
(b) Quantos quilogramas de batatas se compram com 1 euro?

1.65 Exercicio

A figura [7] representa dois segmentos de reta, com medidas D e d.
() D+d~ 7
(b) £~ 7

Figura 7

1.66 Exercicio

Um vendedor ambulante vende os seus produtos obtendo um lucro de 35%. Se no fim
do dia tiver recebido 875€em vendas, qual o numerério correspondente ao seu lucro?

Resolucao.

Seja P o preco dos produtos adquiridos pelo vendedor, V' = 875 euros o dinheiro encaixado
em vendas e L o lucro. Entao L =V — P = 875— P. Dizer que o lucro é de 35% é o mesmo
que dizer que ha um ganho de 35% sobre o preco de compra, P. Entao L = 35%P = 0.35P.
Igualando as duas expressdes obtidas para L temos 0.35P = 875 — P. Resolvendo esta
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equacdo em ordem a P obtemos P = 875/1.35. Finalmente, obtemos para o lucro
L =875— P =875 —875/1.35 ~ 227 euros.

1.67 Exercicio

Depois de haver comprado duas bicicletas, uma pessoa vendeu cada uma delas por 600<.
Numa das vendas obteve um prejuizo de 20% e na outra um lucro de 20%. Qual foi o
balanco global das transacges?|prejuizo de 50€]

1.68 Exercicio

Um xarope para tosse contém 10 mg de dextrometorfan hidrobromida por cada 5 ml do
produto. Quantos miligramas do farmaco recebe um paciente que siga a posologia de
8 ml de xarope, 3 vezes ao dia durante 4 dias? Solugdo: [192 mg|

1.69 Exercicio

Se 20 ml de acido sulfarico tém a massa de 32 g, qual a densidade especifica do 4cido,
em gramas por centilitro? Solucao: [16 g/cl]

1.70 Exercicio

Trés torneiras iguais enchem uma piscina em 21 horas. Em quanto tempo é que duas
dessas torneiras enchem a piscina?

Resolucao.
A resolucao tem as consideracgoes e os pasgsos seguintes.
e Procuramos uma expressao que nos dé a quantidade de agua, em litros, despejada
por duas torneiras, em funcao do tempo ¢, em horas.
e Comecamos por obter essa expressdo para uma s6 torneira. Se o volume do tanque
for de V litros, entdo cada torneira debita V/3 litros de dgua em 21 horas. O débito
d em litros/hora de cada torneira, que supomos constante, ¢ d = V/(3 x 21) = V/63.
e Portanto, em ¢ horas cada torneira despeja (V/63)t litros de agua no tanque.
e Se funcionarem duas torneiras em simultaneo, a quantidade de dgua despejada em ¢
horas é 2(V/63)t.
e O tempo necessario para duas torneiras encherem o tanque, é o necessario para que
o volume de agua por elas despejado iguale o volume V do tanque.
e Traduzindo matematicamente esta ideia, o tempo que procuramos é a solucao da
equagdo linear 2(V/63)t = V.

2(V/63)t =V < 2t/63 =1 <t = 31.5 horas.
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1.71 Exercicio

Um relégio adianta-se 5 minutos/dia, enquanto outro se atrasa 3 minutos/dia. Se fo-
rem acertados simultaneamente, passadas quantas semanas a diferenca entre os tempos
marcados é de uma hora? Solugio: [~ 1 semana]

1.72 Exercicio

Um pedreiro pode construir uma parede em 30 horas. Cada um dos dois aprendizes pode
fazé-lo em 40 horas. Quantas horas sdo necessarias para os trés trabalhadores construam
0 muro juntos?

Solucéo: [12 horas]

1.73 Exercicio

Se um numero de 2 digitos for multiplicado pela soma de seus digitos, obtém-se 1666.
O algarismo das dezenas é uma unidade maior que o algarismo das unidades. Qual é o
numero? Solucdo: [9§]

1.74 Exercicio

Um copo de vidro de forma cilindrica, com 2c¢m de raio, contém agua. Em duas horas o
nivel da adgua baixa 1mm, por evaporagao. Calcular a taxa de evaporagdo da agua em
gramas por hora (a densidade da agua a 25° & de 997 kg/m3). Solugéo: [~ 0.6g/horal

1.75 Exercicio

O raio r de um circulo aumenta a taxa constante de um metro por minuto. Calcular a
taxa de variagdo da area do circulo com o tempo. Solugdo: [w(2r + 1)]

Resolucao.
A resolucéo tem as consideragoes e 0s passos seguintes.

e Por taxa de variacdo da area com o tempo, vamos considerar a variacdo da area por
minuto.

e A area de um circulo de raio r metros é dada por 7r? metros quadrados.

e Se num dado instante a medida do raio for r metros, passado 1 minuto ela é r + 1
metros.

e A variacao de area correspondente é

(r4+ 12 —mr? = 7(r? 4+ 210 +1) — 702 = 7(2r +1).

A resposta a este problema é entdo 7(2r + 1). Como o raio aumenta com o tempo, a
variagao de area por unidade de tempo também aumenta com o tempo (figura .
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Figura 8

1.76 Exercicio

Uma torneira enche um tanque de 2 m3 em 2 h, enquanto outra leva 3 h para o mesmo
efeito. Se as duas torneiras forem abertas simultaneamente, qual o tempo necessério para
encher o tanque? Qual a resposta ao problema se o tanque tiver 4m3 de capacidade, em
vez de 2m3, mantendo-se os tempos que as torneiras levam a enché-lo? Solucdo: [1h12min
nos dois casos]

1.77 Exercicio

48 funcionarios produzem uma certa quantidade de produto em 42 dias. Quantos fun-
cionarios sao necessarios para produzir a mesma quantidade de produto em 28 dias?
Escrever uma férmula que relacione o niimero y de funciondrios com o niimero « de dias.
Solucdo: [72] funcionarios

1.78 Exercicio

Um automovel custa 30000€ e desvaloriza-se a taxa de 10% ao ano.
@ Qual o valor do automével n anos apds a sua compra?

Ao fim de quantos anos o automdvel vale 15000€7
@ Qual deve ser a taxa de desvalorizagao de modo que, cinco anos apds a compra, 0
automovel valha 25000€7

Resolucao. O significado da desvalorizacao do automovel estd esquematizado na figura
9L
(a) Para responder a alinea (a) temos que obter uma férmula para v(n), que nos dé o
valor do automovel n anos apds a sua compra. Fazendo v(0) = 30000€ , vamos
calcular v(1), v(2), v(3), e dai deduzir uma formula para v(n).

n =1 v(l) = v(0) —10%v(0) = 0.9v(0)
n =2 v(2) = v(1) = 10%v(1) = 0.9v(1) = 0.9%v(0)
n =3 v(3) = v(2) —10%v(2) = 0.9v(2) = 0.93v(0)

Por ser v(1) = 0.9v(0), v(2) = 0.92v(0), v(3) = 0.93v(0), podemos escrever
v(n) = 0.9"v(0) = 0.9" x 30000. A a férmula pretendida para o valor do automovel
n anos apos a sua compra € v(n) = 0.9" x 30000.
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(b)
15000 = 30000 x 0.9" = 0.5 = 0.9" = log;((0.5) = nlog;(0.9)

1 .
=~ n = 70&0(0 5) ~ 6.6 anos

log1((0.9)

(c) A taxa de desvalorizacdo no enunciado é de 10%. Pretendemos saber que outra taxa
de desvalorizagdo deve vigorar de modo a ser v(5) = 25000. Seja ¢ essa taxa de
desvalorizacdo. Se resolvermos a alinea (a) trocando 10% por ¢, obtemos v(n) =
(1 —¢)™ x 30000. Resta calcular t sabendo que v(5) = 25000.

5 5
25000 = (1 —t)® x 30000 = G- (1-t)° = 1-t = ¢/=

6
)
=t =1-4=
\/;

= t ~ 0.036 = 3,6%.

Q

v{n): valor do carro no ano n

ano n n+1 n+2
] l |
| | |
valor v(n) l

v(n+2) = v(n+1) - 10% v(n+1)

vin+1) = v(n) - 10% wv(n)

Figura 9

1.79 Exercicio

Um agricultor dispde de uma cerca de 100 m de comprimento com a qual pretende
delimitar uma horta rectangular. Quais as dimensdes do rectangulo, sabendo que a
area deve ser superior a 600 m2?? Solucio: [ 20 m < comprimento < 30 m; largura =
100 — comprimento]

1.80 Exercicio

A populacdo mundial era de aproximadamente 6.9 mil milhGes de pessoas no inicio do
ano de 2011, crescendo 76 milhdes de pessoas durante esse ano. Supondo que esta taxa
de crescimento se mantém constante, responder ao seguinte.

(a) Fazer uma estimativa da populagao mundial no ano de 2050.

(b) Fazer uma estimativa do ano em que a populagao tera um valor duplo do seu valor

no ano de 2011.
Solugdo: [(a) ~ 10.6 x 10° pessoas; (b) ~ 2074]
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3. Trigonometria

A trigonometria é uma area fundamental da matematica. Trata do estudo das relagées
entre os angulos e os comprimentos dos lados de triangulos.

As suas aplicagbes na engenharia sdo vastas. Na Engenharia Civil é usada para calcular
distancias, alturas e angulos em projetos de construcao, bem como na anélise estrutural,
no dimensionamento de vigas, e no estudo de forgas que atuam sobre as estruturas. Na En-
genharia Eletrotécnica é usada na andlise de circuitos de corrente alternada, fundamentais
para o funcionamento de sistemas de transmissdo de energia. Na Engenharia Biomédica,
a trigonometria desempenha um papel importante nas areas que envolvem modelacao de
sistemas bioldgicos, processamento de imagens médicas e andalise de sinais.

1.81 Exercicio

No esquema da figura indicar os segmentos correspondentes a
sin(0), cos(0), tan(0), cot(0), sec(), csc(0).

Resolucao. sin(f) = AB, tan(f) = CD, csc(f) = OF.

Figura 11

Figura 10

1.82 Exercicio

No esquema da figura marcar oS segmentos correspondentes  a
sin(0), cos(0),tan(0), cot(0), sec(8), csc(0).

1.83 Exercicio

[Nos esquemas da figura [12| determinar os dngulos em falta. ]
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angulo reto em B

AB || CD

Figura 12

1.84 Exercicio

[Determinar as medidas dos lados e as medidas dos angulos dos tridngulos na figura ]

Resolucao.
(2) a=V52—-32=4
3,0 :5c0s(0) = 4 = cos(0) =4/5 = 0 = cos *(4/5) ~ 36.9°
B =90° -0~ 90° — 36.9° = 53.1°

®

a:a® =7 + 6% — 2c0s(110°) ~ 9.26
8,0 :acos(8) = T+ 6cos(70°) = cos(f) = (7 + 6cos(70°))/a ~ 0.977 = 0 ~ cos™(0.977) ~ 12.1°
B~ 180% — 110° — 12.1° = 57.9°

2.
1 3.
6 90
13,/ B 3 ¢]
5 8 7
8 90 0 p
12 3
4,
8
6
B 90

Figura 13

1.85 Exercicio

Calcular o seno, co-seno, tangente, co-tangente, secante, co-secante dos angulos § dos
triangulos rectangulos da figura sem usar os valores dos angulos.
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Resolucao. @
O tipo de resolucao que se segue s6 é valido por os adngulos 6 e 8 serem complementares,

i.e. 84 B =90° Nao se aplica aos casos 5 e 6.

cos(0) = —2 ~ 0.98 sin(B) = cos(6)
sin(f) = = /1 — cos®(theta) = /1 — (12/13)2~ 0.38  cos(B) = sin(f)
tan(0) = (theta)/cos( ) ~ 0.38/0.98 ~ 0.39 ctg(B) = tan()
ctg(0) = co (theta)/sm( ) =1/tan(f) ~ 1/0.39 ~ 2.56 tan(B) = ctg(8)
sec(f) = 1/cos(theta) ~ 1/0.98 ~ 1.02 csc(f) = sec()
csc(f) = 1/sin(theta) ~ 1/0.38 ~ 2.63 sec(B) = csc(0)

1.86 Exercicio

Calcular z.

(a) arcsin(x) = 15° (b) arccos(x) = 62° (c) arctan(z) = —15° (d) arcsec(zx) = 25°

1.87 Exercicio
Determinar as medidas dos angulos na figura Determinar as medidas dos lados dos
tridngulos, sendo, nos dois casos, AB = 2 m.

Resolucao.
a,3,0: a=25° 0=065°
AC, BC: AC = ABcos(20°) ~1.88m BC =+ AB?— AC? = 0.68 m

1 2.
A A C E
L = =
b
300
D
a
150
AE || BF
Figura 14

1.88 Exercicio

A sombra de uma pessoa com 1.70 m de altura, produzida pela da luz do sol, é de 2 m
(figura . No mesmo local e instante, a sombra de um prédio cuja altura é a medida
do segmento AB, é de 23 m. Supondo que a altura de um andar é de aproximadamente
3 m, quantos andares acima do solo tem o prédio? Solugdo: [~ 6 andares]
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A
1.70 m
2m
B
23 m
Figura 15

1.89 Exercicio

Determinar as medidas dos dngulos e dos lados dos tridngulos na figura [16]
[fig esqda: a =~ 27.3%; x ~ 4.1 m; fig drta: a ~ 85.6°; = ~ 3.48 m]

Resolucao. @ Determinar «, 3:
Usamos a lei dos senos.

2 3
sin(35°)  sin(B)
=sin(f) = 382712(350) ~ 0.86

=B = sin”~'(0.86) ~ 59.4°
o = 180° — 35° — § ~ 145° — 59.4° = 85.6°

Determinar a medida AC:
Usamos a lei dos senos.

AC 2
5in(85.6°) ~ sin(35°)
251 .6°
=AC ~ 7SZ?1(85 6%) ~ 3.48 m
sin(35°)
1 2.
B
2m
c y c
A x
Figura 16

1.90 Exercicio

[Determinar as medidas dos angulos e lados incognitos nas figuras seguintes.
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ANANANANANAN
] %

6

a

60°

LS L

Figura 17 Figura 18

1.91 Exercicio

Determinar as areas dos elementos geométricos da figura No caso da figura 5 indicar
previamente as dimensoes necessarias para o calculo.

1 2. 3

b
b
h a h [« d
C a
allb clld
5. 6
d
a b
X

c

Figura 19

1.92 Exercicio

A disténcia entre os centros de dois circulos tangentes é de 12 ecm. A soma das suas dreas
& 80m cm?. Determinar os raios de ambos os circulos.
deme 12 cm

1.93 Exercicio

Um depdsito de dgua com a forma de paralelepipedo contém 1500 hectolitros de dgua. A
altura da adgua no depésito é de 2.5 m. Um dos lados da base é 4 m maior que o outro.
Determinar as dimensoes do retangulo inferior.
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1.94 Exercicio

O raio de um cilindro é 2 ¢m menor que sua altura, sendo a &4rea da sua superficie
7.04 dm?. Determinar o volume do cilindro.

1.95 Exercicio

Na figura 20| a reta r é tangente & circunferéncia C no ponto 7T'.

(a) Calcular OP em fungao de R e 6.

(b) Mostrar que OP = TP.

(c) Se o ponto O for a origem de um referencial cartesiano, determinar as coordenadas
do ponto de tangéncia T'.

Figura 21

Figura 20

1.96 Exercicio

[Calcular o valor méximo de d (ﬁgura de modo que o automoével possa subir a rampa.]
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4. Equacao da Reta no Plano

A equacdo da reta é uma forma matematica de descrever linhas no espaco, importante
para a resolucao de problemas em diversas disciplinas. Na Engenharia Civil é utilizada
para projetar e analisar estruturas como pontes e edificios. Permite modelar e entender as
linhas de forca e as segOes transversais das estruturas, e ajuda a determinar o alinhamento
e a inclinacao das ruas, ferrovias e outros componentes lineares das construcoes. Na En-
genharia Elétrica a equagao da reta é usada para modelar as respostas de componentes e
circuitos elétricos. Na Engenharia Biomédica a equacao da reta é utilizada para ajustar
dados experimentais e intervém na modelagdo de comportamentos lineares em sistemas
biolégicos e na implementagao de dispositivos médicos, como sensores e proteses.

1.97 Exercicio

[Indicar as coordenadas dos pontos do plano marcados na figura

Resolugao. G: (—6,4) E: (5,0)

Y
Ge 4¢ C e B
H E
-6 5 X
i -3¢F °D
Figura 22

1.98 Exercicio

(e)1
1/2

-2 -1/3 . X

(h)

Figura 23

Marcar os pontos
(a) (2,2)

() (0,1)

no plano cartesiano.

(b) (=2,-2)
(f) (1,0)

Resolugao. Ver figura

1.99 Exercicio

Mostrar que se as retas y = mix + b1 e y = mox + by sdo perpendiculares, com declives
m1 e mg nao nulos, entdo m; = —1/ma.

1.100 Exercicio

Mario Abrantes
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Escrever as equagoes das rectas esbogar os seus graficos.
(a) Nao contém o ponto (—1,2).

(b) Contém o ponto (3,1).

(¢) Contém os pontos (1,2), (=9,1/3).

(d) Contém os pontos (—3/2,1/7), (~3/2,1/2).

(e) Contém os pontos (—3/2,1/7), (3,1/7).

(f) Tem declive m = —3 e contém o ponto (—2, —2).

(g) Contém o ponto (—3/2,1/7) e é paralela a recta y = 2z — 3.

(h) Contém o ponto (—3/2,1/7) e é perpendicular a recta y = 2x — 3.

(i) Tem a equacdo y = 4z + b e contém o ponto (1,2).

Resolucao.

(¢) Calcular o declive da reta, m.

A equagdo da reta é y = %m + b, a menos do termo b. Calculamos agora o termo
de deslocamento b. Uma vez que o ponto (1,2) pertence a reta, as suas coordenadas
devem satisfazer a equacdo desta. Esta condicdo permite determinar b.

11

A equacao da reta é y = %$ + %.

@ A equacao desta reta ndo tem a forma y = mzx + b, uma vez que os dois pontos
fornecido tém a mesma abcissa, o que nos impede de definir m. A equacdo, neste
caso, é simplesmente x = —3/2.

(e) Neste caso os pontos fornecidos tém a mesma ordenada, 1/7. Trata-se de uma reta
com m = 0 (verificar!) e b =1/7. A sua equagdo ¢ y = 1/7.

1.101 Exercicio

Associar, se possivel, cada uma das equacgoes as retas da figura [24]

(a)y=2x+1 b)y=2x+2 (c)y=x+2 (d)
(€)y=—-z+1 (f) = -2 (9)y=1 (h)

< 8
o
DN
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_4 / TN o
u -2

Figura 24

1.102 Exercicio

(a)

(b)

Para cada caso, calcular a taxa de variacao fixa de y com x. Esbocar o gréfico da fun¢ao
linear correspondente y = f(z).

Uma torneira despeja 30 litros de dgua em cada 2.5 minutos num tanque inicial-
mente vazio. (y: litros de 4gua no tanque; x: tempo em minutos)

Uma torneira despeja 30 litros de agua (y) em cada 2.5 minutos (z) num tanque
que, inicialmente, contém 10 litros de agua. (y: litros de 4gua no tanque; x: tempo
em minutos)

Um automovel percorre 280 quilémetros (y) em 3 horas (), com velocidade cons-
tante.

Um automoével inicialmente a distancia de 27 quilémetros do ponto A, aproxima-se
deste ponto & mesma velocidade constante do automével da alinea anterior.

Num centro de satiide sdo atendidas 363 pessoas em cada 18 dias.
Vivem em média 3.5 pessoas por habitacao, numa dada cidade.

Sao necessarios 10 gramas de um produto para produzir 2.8 gramas de outro pro-
duto.

Resolugao. Taza de variagdo de y com =z, significa ritmo de variagdo de y com z, e é o
resultado da divisao

(a)

Mario

variacao de y

variacao de x
y ¢ a quantidade de 4gua despejada pela torneira, em litros, num certo periodo de
tempo, x, em minutos. Supde-se que y ¢ x sdo diretamente proporcionais. A taxa
de variacao de y com x é a quantidade de litros de agua despejados pela torneira em
cada minuto. Designamos esta taxa por m,

30 litros ) .
m = ——— = 12 litros/minuto.
2.5 minutos

A formula que relaciona y com x ¢ y = 12z. Ela dé-nos a quantidade de dgua no
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tanque,  minutos depois de a torneira ser aberta. O grafico desta funcao é a reta a
esquerda na figura

(b) y ¢ a quantidade de dgua no tanque z minutos depois de a torneira ser aberta. Como
no momento dea abertura da torneira o tanque contém ja 10 litros de agua, e a
torneira despeja dgua a taxa calculada na alinea anterior, a férmula que relaciona y
com x éy = 12x+10. O seu gréfico é a reta (paralela a anterior) na direita na figura

7).

Y Y
litros y = 12x litros y =12x + 10
12 22
10;
o) X 0 1 X
minutos minutos

Calcular dois pontos da reta Calcular dois pontos da reta

X y X y

0 0 0 10

1 12 1 22

Figura 25

1.103 Exercicio

O aluguer de um carro custa 40€/dia de taxa fixa, além de 0.75€ por cada quilémetro
percorrido. Um cliente aluga o carro por 6 dias e ndo quer gastar mais de 500€. Qual o
nimero maximo de quilémetros que pode percorrer? Escrever a formula y = f(z) sendo
x o namero de quilémetros percorridos e y o custo em euros. |~ 347 km|

1.104 Exercicio

Qual a informacao que nao é fornecida diretamente no seguinte enunciado, mas que é
necesséria para a resolucao do problema? "12 unidades de um produto custam 36 euros.
Qual o custo de 6 unidades do produto?". Escrever a formula y = f(x) que relaciona o
custo y, em euros, com o ntimero x de unidades.
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