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Capitulo 5

Funcoes reais de duas variaveis reais

1 Introducao

Até agora estuddmos fungdes reais com uma s6 varidvel independente, y = f(x). Neste capitulo
vamos fazer um breve estudo de funcdes reais de duas varidveis independentes, z = f(x, y).

2 Sequéncias de pontos no plano

O conjunto de todos os pares ordenados de nimeros reais, (x, y), representa-se por R2:
R? = {(x;): x, yeR}.

Exemplos de elementos de R? sdo (v/2,1), (0,0) e (—2/3,7). A cada ponto do plano xy, cor-
responde um par ordenado de ntimeros reais (a, b), pertencente a R2, dizendo-se a e b as co-
ordenadas do ponto. No seguimento, por simplicidade, referimo-nos aos pares ordenados de
ndmeros reais por ‘pontos’.

Uma sequéncia de pontos no plano corresponde a uma infinidade ordenada de pares de nu-
meros reais

(x1,¥1), (X2, ¥2), -+, (X Y, -

sendo (x5, ¥n) 0 termo geral da sequéncia (um par de expressdes na variavel n). Substituindo
n por um numero inteiro positivo, k, obtém-se o termo de ordem k da sequéncia. O conjunto
ordenado formado por todos os termos da sequéncia representa-se por ((xp, yn)).

Exemplo 1. Na figural] estdo representados os primeiros trés termos da sequéncia de termo
geral (x,, yn) = (1/n,0):

(1,0),(1/2,0),(1/3,0),---.
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y
y (x1,¥1)
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f f x \\$‘\\\ x
(1/3, 0) (1,0)

Figura 2: Uma sequéncia de pontos do plano, ((xp, y»)),
pode convergir para um ponto segundo diferentes trajec-

Figura 1: Alguns pontos da sequéncia torias.

(e ym)).

E imediato verificar que se fizermos n — oo 0s pontos marcados se aproximam da origem do
referencial (0,0), situando-se sucessivamente a uma distancia deste que tende para zero. Es-
crevemos

lim(1/n,0) =(0,0).

n—oo

Vale a seguinte definicao.

Definicdo 1. O ponto (a, b) diz-se limite da sequéncia (x,, y,) quando n tende para infinito, e
escreve-se
lim (xn, yn) = (a, D),
se, e somente se, limx,=ae limy,=Db.
n—oo n—oo
No caso das sequéncias de ntimeros reais convergentes, (1), 0s seus pontos situam-se sobre
a recta real em torno do ponto limite da sequéncia. J4 os termos de diferentes sequéncias

convergentes de pontos no plano, ((xn, yn)), podem aproximar-se do ponto do limite segundo
diferentes direcgdes (figura[2).

3 Limites de funcoes. Funcoes continuas

Dada uma funcao real de varidveis reais f(x, y), define-se o seu dominio natural como o con-
junto de todos os pares ordenados de niimeros reais, (x, y), para os quais a funcao estd definida.
O conjunto das imagens f(x, y) de todos os pontos (x, y) do dominio da funcdo, designa-se por
imagem da funcao.

Exemplo 2. O dominio natural da func¢éo f(x, y) = ,/x—y é o conjuto de todos os pontos (x, y),
tais que x—y =0, ou x = y (porqué?). O ponto (—2,1) nao pertence ao dominio da funcdo. A
imagem da funcao é R; (porqué?).

Diz-se que o limite de uma funcéo f(x,y) no ponto (a, b) é L, e escreve-se

lim (x, =1L,
(x,y)—»(a,b)f y

se a sequéncia de valores da funcao (f(x,, y,)) tende para o ntimero real L, qualquer que seja
a sequéncia de pontos (x,, y,) — (a, b) considerada.

Na figura[3|estd representada a fungao

0, ,y>0
flx, = oy

1, noutros casos
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Esta funcdo toma o valor 1 em todos os pontos do plano xy, excepto nos pontos do primeiro
quadrante, nos quais toma o valor 0.

Figura 3

Podemos verificar que nao existe o

lim (x,v).
(x,y)—>(0,0)f y

Se este limite existisse, teria que ser independente da sequéncia de pontos (x,, y,) — (0,0)
escolhida. Acontece que se escolhermos uma sequéncia de pontos situados sobre o eixo dos
xx, convergente para (0,0), por exemplo a sequéncia de termo geral (x,, y,) = (1/n,0), temos

lim (x,y)=1,
(er’)—>(0.0)f y

ja que a funcdo toma o valor 1 para todos os pontos desta sequéncia. No entanto, se esco-
lhermos uma sequéncia de pontos situados sobre a recta y = x, convergente para (0,0), seja
(Xn, yn) = (1/n,1/n) o seu termo geral, temos

lim (x,y)=0,
(x,J’)—>(0,0)f Y

ja que a funcdo toma o valor zero em todos os pontos desta sequéncia. Vale a seguinte defini-
cao.

Definicdo 2. Dizemos que uma funcio f(x, y) é continua no ponto (a, b) do seu dominio se, e
somente se, para todas as sequéncias de pontos do dominio de f(x, y) convergentes para (a, b),
se tem

li ,¥) = f(a,b).
(x,y)l—>n(1a,b)f(x »=Jab

Esta definicdo implica que, para que uma funcao f(x, y) seja continua num ponto (a, b) do seu

domino, ndo so deve existiro lim ) f(x,y), como o valor deste limite deve ser igual a f(a, b).
(x,y)—(a,b)
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3, (60)=(0,0 AT 003
/(m)z{ ARl B B

I, nc

Figura 4

A funcdo f(x, y) representada na ﬁgura nao é continua no ponto (0,0) porque, como se viu

antes, ndo existe o ( l)i n(10 0 f(x,y). Ja afuncdo f(x,y) representada na ﬁgura néo é conti-
xX,y)—0,

nua no ponto (0,0) porque, apesar de existir o ( l)i n(10 0 f(x,y) =1, este ndo é igual ao valor da
x,y)—(,

funcdo no ponto (0,0), que é £(0,0) = 3.

4 Representacao grafica de funcoes no espaco

A representacao grafica de fun¢des de duas varidveis, z = f(x, y), requer um referencial com
trés eixos que ndo estejam contidos no mesmo plano. Como dispomos apenas de uma folha de
papel, ou de um écran de computador (ambos bidimensionais), o melhor que podemos fazer
é simular profundidade visual nas figuras obtidas (figuras[5} [6). O sistema de referéncia xyz
divide o espaco em 8 partes (figural), sendo cada uma delas designada por octante. O octante
correspondente a x, y, z > 0 costuma designar-se por primeiro octante, ndo tendo os restantes
octantes designacoes especiais.

?

Figura 5

Figura 6

Seguem-se alguns exemplos de superficies e curvas no espago.

1. Representacdo de um ponto, por exemplo (x,y,z) = (1,1,2).

Capitulo 5. Fungoes reais de duas varidveis reais —_— Madrio Abrantes



8 4. REPRESENTAGAO GRAFICA DE FUNCOES NO ESPACO

Figura 8: Projeccdo do ponto de coordenadas (x,y,2) =

Figura 7: Ponto de coordenadas (1,1,2) no plano xy.

(x,y3,2)=(1,1,2).

2. Representagdo de um plano.
A equacao geral do plano é

ax+by+cz=d,

sendo a, b, ¢, d constantes.

Nas figuras[9]e[10]estao representados os planos de equagdes x = 3 (resulta da equagao
geral fazendo a=1,b=c=0,d =3) e z =3 (resulta da equacdo geral fazendo a=b =
0,c=1,d =3). O plano x = 3 contém todos os pontos do espaco da forma (3, y,z). O
plano z = 3 contém todos os pontos do espaco da forma (x, y, 3).

\

y

Figura 10: Plano de equacgao z = 3.
Figura 9: Plano de equacao x = 3.

A figura[11|contém a parte do plano 2x + y + 2z = 2 que se situa no 1° octante. Pode-
mos determinar os pontos em que o plano intersecta os eixo coordenados. Fazendo
na equacao x = y = 0, obtemos z = 1; ficam determinadas as coordenadas do ponto
(x,y,2) =(0,0,1), que corresponde a interseccdo do plano com o eixo dos zz. Analoga-
mente, fazendo na equacdo x = z = 0 determina-se o ponto de intersec¢ido do plano
com o eixo dos yy, (x,¥,z) = (0,2,0); fazendo na equacao y = z = 0 determina-se o
ponto de intersec¢do do plano com o eixo dos xx, (x, ¥, z) = (1,0,0).

Capitulo 5. Fungdes reais de duas varidveis reais —_— Madrio Abrantes
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X
Figura 11: Plano de equagdo 2x+ y+2z =2.
3. Representagdo de uma esfera.
A equacdo geral de uma esfera no espaco, de centro no ponto (a, b, ¢) eraio r, é
(x— a)2+ (y— b)2+ (z—c)2 = r2,
sendo a, b, c niimeros reais.

242+ =4

)C2+y2 +22=4

Figura 13: Esfera de equacdo x2 + y2 + z% = 4 e plano de

Figura 12: Esfera de equacdo x% + y2 + z% = 4.
& quac Y equacao z=1.

Na figura [12] estd representada uma esfera de centro na origem do referencial xyz e
raio 2. Na ﬁgura representa-se a intersec¢ao da esfera x> + y + z2> = 4 com o plano
z = 1. Os pontos comuns a estas duas superficies sdo aqueles cujas coordenadas x, y, z
satisfazem ambas as equacoes

x2+y2+22:4
z=1

e correspondem a circunferéncia representada na figura. Substituindo z por 1 na
equacao da esfera obtemos

C+yP+1P=aex+y* =3,
que representa a projeccao dos pontos da circunferéncia de raio v/3 no plano x y. Os
pontos da circunferéncia satisfazem o sistema de equacoes
x?+y?=3
z=1

4. Representagdo de um elipsoide.
A equacao geral de um elipsé6ide de centro na origem é

2 P 2 .
a> b 2

Capitulo 5. Fungoes reais de duas varidveis reais —_— Madrio Abrantes



10 4. REPRESENTAGAO GRAFICA DE FUNCOES NO ESPACO

sendo a, b, c nimeros reais positivos (figura|14).

Figura 14:E|

Uma esfera é um caso particular de elipséide. Por exemplo, a esfera de centro na
origem e raio r é um caso particular do elips6ide em que a = b = ¢ = r. A equacio
geral de um elipséide de centro no ponto (u, v, w) é

x-uw)?® (y-v)? (z—w)?
>+ + =1.
a b? c?
5. Representagdo de um cilindro de secgdo circular.

Na figura[I5|esta representada a intersecgdo de um cilindro de secgao circular

x*+2z? =r? com o plano y = 1, de que resulta a circunferéncia na figura[16|
x?+z2=r?
y=1
z
Yy
\-—-—“-_»‘__,
X
2 9 o Figura 16: Intersecc¢ao do cilindro e do plano da figura an-

Figura 15: Cilindro de equagéo x
e plano de equacdo y =1.

+z==r .
terior.

A equacao do cilindro nao envolve a varidvel y, o que significa que se variarmos a
coordenada y de um ponto sobre o cilindro (deslocagdo paralela ao eixo dos yy), as
coordenadas x, z nao alteram os seus valores.

6. Representagdo de um cone de sec¢do circular.
Na ﬁguraesté representado o cone de sec¢do circular z = y/x2 + y2. Apenas pontos
com coordenada z ndo negativa podem satisfazer a equacao, razao pela qual o grafico
estd ‘acima’ do plano xy, a excep¢do do ponto (0,0,0).

1 https://brilliant.org/problems/a-charged-ellipsoid/.
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ZZ\IXZ‘H/Z 2= x2?

Figura 18: Duplo cone de equacio z2 = x2 + y2.

Figura 17: H} Cone de equacio z = /x% + y2.

Na ﬁgura esta representado o duplo cone de seccdo circular z> = x> + y?. Notar que esta
equacao representa implicitamente as duas superficies z = ++/x2 + y2.

5 Curvas de nivel

Curvas de nivel de uma superficie z = f(x, y) sdo curvas no plano xy, cada uma delas corres-
pondendo a projeccdo neste plano de todos os pontos sobre a superficie com a mesma coor-
denada z (pontos ao mesmo ‘nivel’).

<

Figura 19: Esquerda: curvas de nivel da semiesfera de equacio z = \/4 — x2 — y2. Direita: semiesfera de equagdo

z= \/4—x2—y2.

Como exemplo temos representadas na figura[l9} a esquerda, algumas curvas de nivel da semi-
esfera z = /4 — x?> — y?, representada na parte direita da figura. Sobre a semiesfera encontram-
se as circunferéncias que resultam da sua intersec¢do com varios planos do tipo z = k. Sdo as
projeccoes destas circunferéncias no plano xy que correspondem as curvas de nivel da semi-
esfera. Formalmente obtemos estas curvas fazendo z = k na férmula da semiesfera

k=\/a-x2- 2,

2 http://www.okclipart.com/Math-Clip-Art-Cone30clxtprwg/

Capitulo 5. Fungoes reais de duas varidveis reais —_— Madrio Abrantes



12 6. DERIVADAS PARCIAIS

e verificando que se obtém a equacao
o+ y2 =4-k?

que representa uma familia de circunferéncias de centro na origem e raio v4 — k?, sendo 0 <
k < 2 um parametro real. As curvas de nivel sdo uma forma de representar uma superficie
z = f(x, y) num referencial bidimensional xy.

6 Derivadas parciais

Na ﬁgura esté representada a interseccao do paraboléide circular z = 4—x? — y com o plano
x=1

Figura 20: Paraboléide circular de equagdo z =4 — x% - y2 e plano de equagao x = 1.

Da interseccdo do paraboléide e do plano, resulta a pardbola representada nas figuras[20] (linha
a branco) e[21]
z=4-x*-y?

x=1

Todos os pontos (x, ¥, z) desta pardbola sdao da forma (1, y, z), uma vez que se encontram no
plano x = 1.

Figura 22: Projeccao no plano yz da curva da figura ante-
Figura 21: Interseccdo do paraboléide rior.
z=4-x*—y? como plano x=1.

Podemos localizar o ponto (1, x, y) no qual a pardbola atinge o valor maximo, escrevendo a
expressao de z em funcao de y
z=4-x*—y?
) y :>z:4—12—y2©z=3—y2,
X =

Capitulo 5. Fungoes reais de duas varidveis reais —_— Madrio Abrantes



6. DERIVADAS PARCIAIS 13

e calculando depois o extremo desta funcdo. Da derivada

- G.1)
dy_ y - y’ °

obtemos o ponto critico y = 0, no qual a curva tem um maximo local de valor z = 3. No caso
de o plano que intersecta o paraboléide ser x = k, com k diferente de 1, o procedimento para
determinar o méximo da pardbola resultante seria 0 mesmo. Salientamos que no célculo da
derivada apresentado na expressao (5.1), a funcdo z(x, y) é derivada em ordem a y, tomando-
se x = 3. Uma derivada deste tipo diz-se derivada parcial de primeira ordem da funcdo z(x, y).
Vale a seguinte definicao.

Definicao 3. Dada uma funcao f(x, y), designa-se por derivada parcial de primeira ordem de
f(x,y) em ordem a y, e representa-se por

afuncao que se obtém derivando f(x, y) em ordem a varidvel y, considerando x constante:

of ;i fEy+n-fxy
0y h—0 h

De forma andloga se define a derivada parcial de primeira ordem de uma funcdo z(x, y) em
ordem a variavel x. Neste caso fixa-se a variavel y, variando apenas x. Vale a seguinte definic3o.

Definicdo 4. Dada uma funcido f(x, y), designa-se por derivada parcial de f(x, y) em ordem a
X, e representa-se por

aof
Jxot 5
a funcdo que se obtém derivando a expressdo f(x,y) em ordem a variavel x, considerando y
constante:
of . fx+hy)-flxy)
—=1Ilim .
0x h—o0 h

Na ﬁguraesté representada a interseccao do paraboléide circular z = 4— x* — y?> com o plano
y = 1. A parédbola resultante estd representada também nas figuras[24)e[25} dizendo esta tltima
respeito a projeccdo da pardbola no plano xz.

Figura 23

Todos os pontos (x, y,z) desta pardbola sdo da forma (x, 1, z), uma vez que se encontram no
plano y =1.

Capitulo 5. Fungoes reais de duas varidveis reais —_— Madrio Abrantes
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Figura 24

Figura 25

As derivadas parciais, por representarem derivadas de curvas, fornecem os declives das rectas
contidas nos planos de interseccdo e tangentes as curvas nos pontos onde sdo calculadas. Dada
uma funcao f(x,y):

1. A derivada parcial em ordem a x, f5, calculada no ponto (xo, yp), também se diz deri-
vada parcial de f(x,y) na direccédo do eixo dos xx, no ponto (xy, yo);

2. A derivada parcial em ordem a y, fy, calculada no ponto (x, yo), também se diz deri-
vada parcial de f(x, y) na direc¢édo do eixo dos yy, no ponto (xy, ¥o).

As derivadas parciais dao-nos informacao sobre a variagdo das funcdes f(x,y) nas direc¢coes
correspondentes.

Exercicio 1. Caracterizar a variacdo da funcao (crescente, decrescente, estaciondria)
z=4-x*— y2 no ponto (x, y) = (1,1), na direccao do eixo dos xx (ﬁgura.
Resolucdo

Calcula-se a derivada parcial da fun¢ao em ordem a x:

Zy=(4- x> - yz)lx =-2X.
Depois determina-se o valor desta derivada no ponto (x, y) = (1,1):
zx(1,1)=-2<0.

Como a derivada é negativa a funcao é decrescente no ponto (x, y) = (1, 1), na direccado do eixo
dos xx. Isto significa que, para pequenos aumentos Ax da coordenada x, a partir do ponto
(x,y) = (1,1), mantendo y = 1 fixo, a variacdo Az de z é Az = —2Ax. Podemos verificar que a
projeccdo no plano xz da recta tangente a curva (figura[23) tem declive negativo.

Capitulo 5. Fungdes reais de duas varidveis reais —_— Madrio Abrantes



6. DERIVADAS PARCIAIS

Exemplo 3. Calculo de algumas derivadas parciais.

l.z:2xy—3x+4y+5x2y zx=(2xy—3x+4y+5x2y);c
= (2xy) . — (Bx), +@y)  +(56x%y) =2y —3+0+10xy

=2y-3+10xy
3.z=In(Bx+4y) (InBx +4y)), x4y, !
. Z= + = + = =
ZTeE Ay 2y = HRSAT ATy 3x+4y 3x+4y
4 2x 2x 1 © ),
.= = = X)), = ——
Ty T Ty T T e
5.z=sen(xy) Zy = (sen(xy))'x = (xy)lxcos(xy) =ycos(xy)

6.2=yy/2x—6y zy= (y\3/2x—6y)y = (y);, \3/2x—6y+y(\3/2x—6y)

1 /
= \3/2x—6y+y§(2x—6y)y(2x—6y)_2/3

=3{/2x—6y-2y@2x—6y)72/3

!
y

6.1 Derivadas parciais de segunda ordem

As derivadas parciais de segunda ordem de uma funcao f(x, y), representam-se por:

frx 0U*fox* derivada parcial de segunda ordem, em ordem a varidvel x;
fyyou 0°f1dy* derivada parcial de segunda ordem, em ordem a variavel y;
fry oud*f10ydx

e

fyxou 0°f10x0y derivadas de segunda ordem cruzadas, ou mistas.

Exemplo 4. Determinar as derivadas de segunda ordem da funcao z = 2xy? — 3x%y.
Resolucdo

Derivadas de 12 ordem
Zx = (2xy2 —3x2y)/x = 2y2 —-6xy
zZy= (2xy2 - 3x2y)/y =4xy - 3x?
Derivadas de 22 ordem
Zux = (2 = 2y° —6xy), = 6y
Zyy = (zy);, =@4xy- 3x2)’y =4x
Zxy = (zx);, = (2y2 - 6xy)’y =4y-6x
Zyx = (zy)’x =(4xy- 3x2);C =4y-6x

Capitulo 5. Fungdes reais de duas varidveis reais —_— Madrio Abrantes



16 6. DERIVADAS PARCIAIS

Neste exemplo verifica-se zyy = zy,. Esta igualdade ndo acontece por acaso, como indica o
seguinte resultado.

Teorema 1. (de Schwarz) Dada uma fungdo f(x,y), se fxy € fyx sdo continuas numa regido
abertﬂ do plano, entdo fy, = fx em todos os pontos dessa regiao.

6.2 Derivacao da funcao composta (regra da cadeia)

Dada uma funcdo f(x, y), consideremos o caso em que as varidveis x e y representam duas
funcoes da variavel ¢, por exemplo

flx,y)=2x+3y
x=5¢ . (5.2)
y=4r"+1
Querendo conhecer df/dt, podemos substituir as expressoes em f para x e y na expressao
de f(x,y), obtendo uma expressao em ¢ para f(x,y), e em seguida derivar em ordem a ¢ a
expressao resultante. No caso do exemplo acima obtemos
flx,y) =260 +3@*+1)=121>+ 10t +3
df/dt=(12t*+10t+3) =241 +10. (5.3)

Pode porém calcular-se esta derivada usando a regra de derivacéo da fungdo composta, enun-
ciada a seguir, que nao requer o cdlculo prévio da expressao em ¢ para a funcdo f(x, y), .

Teorema 2. Se x(t) e y(t) sdo funcdes derivaveis e se f(x, y) tem derivadas de 12 ordem conti-
nuas no ponto (x(t), y(t)), entao

af _ofdx ofdy

== ——. 5.4
dt 0xdt O0ydt 64

Apliquemos este resultado as funcées (5.2) apresentadas acima. Comecamos por calcular as
derivadas do segundo membro da férmula (5.4).

dx/dt=5; dyldt=8t; 0f/0x=2; 0f/0y=3.

Substituindo estas expressdes na férmula , confirmamos o resultado (?2?) obtido acima
paradf/dt,
df _ofdx ofdy _df

= — — =5x%x2+8tx3=24t+10.
dr oxdt oydr_dr *

A regra da cadeia pode ser estendida ao caso em que x e y dependem de vdrias varidveis. Por
exemplo, se x e y dependem das variaveis u, v,

f=fxyy
x=xuv) ,
y=y,v)

temos
0f _ofox of oy
ou 0x0u OJOydu
0f _ofox  ofdy
0v 0xO0v 0dyodv
3Todo o ponto de uma regido G do plano que pertence a um circulo contido nessa regido, se diz ponto interior de

G. Regido aberta do plano é uma porc¢ao do plano tal que todos os seus pontos sao pontos interiores — por exemplo,
um circulo ao qual é retirada a circunferéncia, que é a sua fronteira.

(5.5)

(5.6)

Capitulo 5. Fungoes reais de duas varidveis reais —_— Madrio Abrantes
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Exemplo 5. Utilizar a regra da cadeia para obter a derivada parcial de 12 ordem 0 f/dv, sendo

f=1In(xy)
x=2u-3v
y=uv

Resolugdo
Comecamos por determinar as derivadas do segundo membro da férmula (5.6),

1 1
0x/0v=-3, Oyldv=u, 6f/0x:;, 6f/0y:;.

Substituindo estas derivadas na férmula obtemos
0 of o of o 0 -3
0f _0f0ox ofoy  of -3 u

v dxdv dydv dv x y
Como queremos determinar 4 f/0v, estamos interessados numa expressio nas variaveis u, v.
Para a obtermos basta substituir x, y pelas correspondentes expressdes em u, v

of -3 u_ -3 u -3 1

v x y 2u-3v uv 2u-3v v

7 Problemas de optimizacao

O calculo de extremos relativos de funcdes reais de duas variaveis, f(x, y), faz-se por um pro-
cesso semelhante ao que vimos para o caso de funcdes reais de uma variavel, f(x). No grafico
da ﬁgura estdo indicados alguns pontos (x, y, z) de extremo da funcao respectiva.

Pontos de maximo local ‘

o‘

“‘ ‘\\\}\‘2
2% g’o“QQ’ 0‘:

1/00“
‘

S .’lu"

Ponto de minimo local

Figura 26

Valem as seguintes definicoes.

Definicdo 5. Uma funcdo f(x, y) tem um maximo relativo (minimo relativo) no ponto (a, b) do
seu dominio, sse existe um circulo centrado em (a, b) tal que, para todos os pontos interiores
(x,y) do circulo se tem

fla,b)=fx,y) (fla,b) < f(x,y).

Capitulo 5. Fungoes reais de duas varidveis reais —_— Madrio Abrantes
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Definicao 6. Uma funcdo f(x,y) tem um méximo absoluto (minimo absoluto) no ponto (4, b)
do seu dominio, sse para todos os pontos (x, y) do dominio da funcao se tem

fla,b)=fx,y) (fla,b) < f(x,y).

Basta uma funcdo ser continua num conjunto fechado (i.e., um conjunto que contém todos os
seus pontos de fronteira) e limitado, para ter ai extremos absolutos.

Teorema 3. Se f(x,y) é continua no conjunto fechado e limitado S c R?, entdo f(x,y) tem
maximo e minimo absolutos em S.

Na figura[26]estao representadas duas rectas tangentes a funcao f(x, y) em dois dos seus pontos
de extremo. Para cada caso, uma das rectas tem os seus pontos com coordenada x constante
(é paralela ao plano zy) e a outra tem os seus pontos com coordenada y constante (é paralela
ao plano zx). Ambas sdo paralelas ao plano xy. O declive da primeira representa a derivada
parcial f), sendo fy o declive da segunda. Sendo as rectas paralelas ao plano xy, ambas as
derivadas parciais no ponto sdo nulas. Vale o seguinte teorema.

Teorema 4. Se f(x, y) tiver um extremo relativo no ponto (x, y) = (a, b) e se as derivadas parciais
de primeira ordem f, f, existirem nesse ponto, entao f(a, b) = fy(a, b) = 0.

A seguir define-se ponto critico de uma funcio f(x, y).

Definicdo 7. O ponto (a, b) do dominio de f(x,y) diz-se ponto critico da funcdo f(x,y), sse
fx(a,b) =0e fy(a,b) =0, ou se alguma das derivadas parciais fx(a, b), fy(a, b) ndo existe.

Os pontos criticos sdo pontos do dominio da funcao, onde este pode ter, eventualmente, extre-
mos.

Exemplo 6. Calculo dos pontos criticos do paraboléide z = 4 — x> — y? (ﬁg pg. .

% =0 (4—x2—y2)x=0 —2x=0 x=0
< , < <
E=0 (4_x2—y2) -0 -2y=0 y=0
y

Obtemos o ponto critico (x, y) = (0,0).

Exemplo 7. Calculo dos pontos criticos do cone z = \/x2 + y2 (ﬁg pg. .
0z _ /2 2] — X —
ﬁ_o ( * +y)x 0 Vx2+y? 0
<>

<
’

E=0 (vVaZ+y?) =0 Ty =0

y

No ponto (x, y) = (0,0) nenhuma das duas derivadas parciais estd definida (porqué?). Obtemos
o ponto critico (x, y) = (0,0).

7.1 Classificacao dos pontos criticos

Uma vez determinados os pontos criticos de uma func¢do f(x, y), devemos classifica-los, i.e.,
verificar se sdo pontos de maximo ou minimo relativos, ou se sdo pontos de sela — pontos em
que ambas as derivadas parciais sdo nulas, mas que ndo sdo pontos de extremo da funcao

(figural27).
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Figura 27: O ponto (a, b) marcado na figura ndo € ponto de extremo da fungéo, apesar de se ter fx(a, b) = fy(a,b) =0.

A classificacdo de um ponto critico, no caso em que as derivadas de primeira e segunda ordem
no ponto existem e sdo continuas, é feita usando o seguinte resultado.

Teorema 5. Se f(x,y) tiver derivadas de segunda ordem continuas nos pontos de um circulo
centrado no ponto critico (a, b), considerando o discriminante

D(x,Y) = faxfyy = fiy
verifica-se que:
1. Se D(a,b) >0e fyx <0, entao (a, b) é ponto de maximo relativo da funcao;
2. Se D(a,b) >0e fyx >0, entdo (a, b) é ponto de minimo relativo da funcao;
3. Se D(a, b) <0, entdo (a, b) é ponto de sela da fungao;
4. Se D(a, b) =0, nada se pode concluir.
Exemplo 8. Vamos classificar o ponto critico obtido no exemplo[6} pg. Temos
Zyx = (=2X)x =2

Zyy =(=2y)y=-2
Zxy = (—Zx)y =0,

D(x,y) = (=2)(-2) -0 =4 = D(0,0)=4>0
2¢x(0,0) = —2 < 0.

Por ser D(0,0) > 0 e z,4(0,0) <0, o ponto é um ponto de méaximo local, o que confirma a infor-
macao que se retira da figura23} pg.

Capitulo 5. Fungoes reais de duas varidveis reais —_— Madrio Abrantes
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