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Capitulo 4

Séries

1 Séries numéricas

Definicao 1. Dada uma sequéncia numérica infinita
Uy, U, Us, -+, Up,
a expressao
Uy + Uy +us+ -+ uUp+ -
diz-se série numérica, designando-se os us por termos da série.

Exemplos 1.

1 1 1 1 1
l+ -4+ -+-+-+ 4+ =+

2 3 4 5 n
1+1+1+14+1+--41+--
1-14+1-1+1—-+(=D""14...

1 1 1 1 (=11
l-—+=-—-—-+=-+-+

2 3 4 5 n

1 1 1 1 (-1)"*!
l—-—4+—-==+ -+ 4

3 5 7 9 2n-1

O termo u, diz-se termo geral da série. O termo geral é uma func¢ao da posicao n e gera qual-
quer termo da série. Por exemplo, o termo geral da série

1
1+1/2+1/3+1/4+1/5+ -+ —+---
n

é u, = 1/n. Substituindo no segundo membro n pelos sucessivos inteiros positivos, 1,2,3,---,
obtém-se os sucessivos termos da série.

1.1 Notacdo sigma

Uma forma compacta de representar uma série envolve a chamada notagdo sigmdﬂ A forma
geral desta representacdo é

o0
D Un
n=1

sendo uy o termo geral da série. Nao € forcoso que o valor inicial do contador # seja 1.

1A letra grega ‘S’ é um sigma maitisculo; o sigma mintsculo é ‘0.
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Exemplos 2.
1 1 1 1 1 X1
l+ -4+ -+ -4+t ==y —
2 3 4 5 n = n
[e.]
1+1+1+1+1+-+14--=>1
n=1
[e.°]
1-1+1-1+41—--+(CD"+--=) (-D"
n=0
1 1 1 _1}’l+1 00 _1n+1
3 4 5 n =3 N
1 1 1 1 1n+1 oo_1n+1
oL o (-1 :Z( )
3 5 79 2n-1 o 2n-1
1.2 Soma de uma série
Dada uma série
uy + U +us + -+ Uy + -,
designa-se por soma parcial dos primeiros n termos, a expressao
Sp=ur +up +uz+ -+ uy.
Exemplo 1. Algumas somas parciais da série
1 1 1 1
1+ -+ -4+ -+ -+ +—+
2 3 4 5 n
S1=1
S—1+1—S +1
S R
S—1+1+1—S +1
ST T3P
1 1 1 1 1 1
Se=1+-+-+-+=-+—==85+ =
2 3 4 5 6 6

Dada a sequéncia numérica formada pelas somas parciais de uma série
Sl) SZ» 83’ T Sn» e

dizemos que a série converge, ou que tem soma S, se esta sequéncia numérica converge, o que
significa que existe o limite

S = lim S,,.
n—oo
Exemplo 2. A série
X1 1 1 1 1 1
Yoo m ot o — e — (4.1)
=1 2" 2 4 8 16 2n

é convergente e a sua soma € igual a 1. Isto significa que se adicionarmos sucessivos termos da
série, a soma parcial obtida fica tdo préxima de 1 quanto se quiser, bastando para isso conside-
rar mais e mais termos.

Capitulo 4. Séries —_— Madrio Abrantes



4 1. SERIES NUMERICAS

Uma perspectiva geométrica deste processo estd mostrada na figura[l] A figura representa um
quadrado de dreaigual a 1. Se tomarmos os termos da série como sendo areas e se, comegando
no primeiro termo da série, formos reservando no quadrado os rectangulos com areas corres-
pondentes, verificamos que o total de drea acumulada correspondente a cada soma parcial, se
aproxima da 4rea total do quadrado. A parte do quadrado ndo considerada ap6s cada soma
parcial, fica mais pequena a medida que as somas parciais consideradas tém mais termos. Po-
demos entdo escrever

Exercicio 1. Verificar a igualdade

1/4

1/2 1
1/16
1/8 —

Figura 1

A série } 0 | % é divergente Vamos mostrar que esta série é divergente, usando outra série
divergente de termos positivos menores ou iguais aos desta. A divergéncia da série Z‘,’f’:l%
resulta da comparacao destas duas séries.

X1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Z—=l+—+—+—+—+-~'+—+—+~~~+—+—+---+—+—---+—+---
=1 n 2 3 4 5 8 9 16 17 32 33 64
R TN -~ S ~ ) -~ RN -~ )
2 termos 4 termos 8 termos 16 termos 32 termos
1 1 1 1 1 1 1 1 1
>l1+-+-+-4+-4+-+ -+ =+ —+ — F+ o+ — + —+ — +
4 8 8 16 16 32 32 64 64
2 termos 4te;,mos 8te;rmos 16 t(;;mos 32 te?mos
(4.2)

E imediato verificar que a soma das sequéncias de termos sob cada chaveta na segunda série é
igual a 1/2. Entdo podemos escrever

1 1 1 1 1
Y —=l+-+-+-+=+- =400
=in 2 2 2 2
Esta série € divergente. Como o0s seus termos sao menores, ou iguais, aos da série } 77 | %, entdo

esta é também divergente.

Exercicio 2. Qual o nimero minimo de termos de valor 1/2 que é necessdrio somar para obter
uma soma parcial superior a 10%2.

Conclusao: construimos a série (4.2), de termos menores ou iguais aos da série Y77 | %, e veri-
ficimos que € divergente; entdo a série }.7” % também é divergente.

Capitulo 4. Séries —_— Madrio Abrantes



1. SERIES NUMERICAS 5

1.3 Alguns resultados sobre convergéncia de séries

Para uma série ser convergente é condicao necessaria que o médulo do termo geral tenda para
zero, quando n — +oo.

Teorema 1. Se a série Zu, converge, entao

lim wu, = 0.
n—+oo

A afirmacdo reciproca é falsa, isto é, o termo geral pode tender para zero quando n — 400, e a

série ser divergente. E o caso da série Y’ 1> %, de termo geral u, = 1/n. Apesar de ser

lim u, = lim — =0,
n—+oo n—+oonp

a série é divergente. A utilidade deste teorema € permitir assinalar a divergéncia de algumas
séries, como mostra o exemplo seguinte.

Exemplo 3. A série

1 2 3 n
-+ -+ =+
3 5 7 2n+1
é divergente, porque
1
lim u, = lim == #£0.
n—+oo n—+oo2n+1 2

Serd que mudamos a natureza de uma série, quanto a sua convergéncia, somando-lhe ou
subtraindo-lhe um ntmero finito de termos? Nao.

Teorema 2. O caricter de convergéncia de uma série ndo se altera se acrescentarmos ou supri-
mirmos um numero finito de termos.

A multiplicacdo de todos os termos de uma série por uma constante nao nula, também nao
altera a sua natureza quanto a convergéncia.

Teorema 3. Se a série
22Uy

converge, e se a sua soma é S, entdo, dada a constante c, a série
2cuy

também converge, e a sua soma € cS.

Exemplo 4. Dada a série convergente de soma 2
X1
X on =2
n=0

a série

X 4
2

n=

—

converge € a sua soma € 8.

Teorema 4. Se} )’ a, = Se).}, b, = T, entdo

8

[e.°]
Y ant ) by =S+T.
n=1 n=1

Capitulo 4. Séries —_— Madrio Abrantes



6 1. SERIES NUMERICAS

Exemplo 5. Por ser

x 1
Y5 =1
n:12
e
i 11
n:13n_2,
temos
(1 1 X1 X1 1 3
Z(—n+—n)zz—n+z—n:1+—:—.
n=1 2 3 n:12 n:13 2 2

1.4 Estudo da convergéncia de séries de termos positivos

Vamos abordar dois métodos para estudar a convergéncia de séries numéricas de termos po-
sitivos. O primeiro é o método da comparacdo, que usa o conhecimento da convergéncia (ou
divergéncia) de uma série conhecida para caracterizar a convergéncia de uma série nova. O
segundo método, dito critério da razdo ou critério de d’Alembert, usa o termo geral u,, de uma
série Xu,, para tirar conclusodes sobre a sua convergéncia. Ambos os métodos sdo de aplicacdo
relativamente simples, mas ndo sdo universais, ou seja, ndo resolvem todos os casos. Existem
na literatura outros métodos de estudo da convergéncia de séries numéricas de termos posi-
tivos que funcionam em mais casos do que estes dois, mas cuja aplicacao é mais complexa.
Faz-se notar que os métodos de estudo da convergéncia de séries de termos positivos se ade-
qua também ao estudo das séries com termos de sinais quaisquer, como veremos adiante.

1.4.1 Método da comparacao

Teorema 5. Dadas duas séries de termos positivos

Un

iz

gf
T

S
1l
—

se se verificar
Up<vy n=12,---

valem as seguintes conclusoes
* se Xv, converge, entdo Zu, também converge;
* se Xuy, diverge, entdo Xv, também diverge.

Exemplo 6. A série Y 7, 2/n converge?

Sabemos que 9 | 1/n diverge. Como

1 2
—=—, n= 1’2)3)"'7
n n
entao
1 2
T—=<3—.
n n

Conclus@o: a série )77, 2/n diverge.

Capitulo 4. Séries —_— Madrio Abrantes



1. SERIES NUMERICAS 7

Exemplo 7. A série Y °° converge?

n=1 2+2”

Sabemos que Y%7, 1/2" converge. Como

1
<—,n=123,---,
242 2n
entao
1
2420 2n
Conclusao: a série 3.7 | 3 +12,, converge.

Exemplo 8. A série

© 1
n;ﬁ V2 V3 Va

é divergente porque

é divergente.

Notar que o teorema exige que as séries ndo tenham termos negativos. Se considerarmos as
duas séries

Yup=-1-2-3-4—- = —c0
Y vp=1/2+41/4+1/8+--- = 1

apesar de ser u, < v, para todos os valores de n, a série }_ v, converge mas )_ u, diverge!
1.4.2 Critério da Razao (ou de d’Alembert)
Teorema 6. Dada uma série de termos positivos
U+ Up+Uz+--+Up+- -
se

u,>0, n=12,3,---,

. Up+1
lim
n—+oo U,

=1,
com L finito, valem as seguintes conclusdes:

* se L <1 asérie converge;

e se L >1 asérie diverge;

e se L =1 nada se pode concluir.

Exemplo 9. A série

+

N |
+

(o2 e
+

Capitulo 4. Séries —_— Madrio Abrantes



8 1. SERIES NUMERICAS

converge? Vamos calcular L.

L Ups 2" (m+ 1) . 2+ p)
L = lim = lm ————— = lim ————
n—+oo U, n—+oo 2"/ n! n—+o002m(p +1)!
= lim =0<l1.
n—+oop +1

Pelo critério da razdo, a série converge.

Exemplo 10. A série

& 1 1

) b e

11
Znn+l) 2 6 12

converge? Vamos calcular L.

. Un+1 . 1/((n+1)(n+2))
L = lim = lim
n—+oo Uy, n—+oo 1/(n(n+1))
. nn+1) . n
= lim ———— = lim =1.

n—too(n+1)(n+2) n—toon+2
O critério da razao nada permite concluir. Mas esta série é convergente. De facto, verifica-se

R
nn+1) n2+n_ n?

e a série Y 1/n? converge, porque é uma série p com p > IE]

Exemplo 11. Vimos anteriormente que a série

o0
2
n=1

S|~

diverge. No entanto, o seu estudo usando o critério da razdo é inconclusivo, como podemos
concluir calculando L.

. Upsl . l(n+]) . n
L = lim = lim —— = lim =
n—+oo U, n—+oo 1/n n—+oopn + 1

Apesar de existirem métodos de estudo de convergéncia que resolvem mais casos do que os
métodos acima referidos, eles ndo resolvem todos os casos. Existem séries cuja convergén-
cia/divergéncia é desconhecida. Por exemplo, ndo se sabe (pelo menos até Janeiro de 2022) se
a série

Jio 1

= n3sen?(n)

é, ou ndo, convergente.

1.5 Séries Geométricas

O estudo da convergéncia de uma série é, geralmente, (muito) mais simples do que o célculo
da sua soma, no caso de a série ser convergente. Por exemplo, sabe-se que a série

+

X1
3
n=11

2As séries do tipo p, ou séries de Dirichlet, sdo da forma Z;Z‘i 1/nP, com p € R. Mostra-se que estas séries
convergem se p > 1 e divergem se p < 1.

Capitulo 4. Séries —_— Madrio Abrantes



1. SERIES NUMERICAS 9

é convergente (o que permite calcular aproximacdes da sua soma tao precisas quanto se queira),
mas nao se encontrou uma boa caracterizacdo da sua somaﬂ

As séries geométricas sdo uma familia de séries especial, porque é simples ver se convergem
e, no caso afirmativo, é também simples determinar a sua soma. Uma série geométrica é uma
série cujos termos sdo os de uma progressdo geométrica:

at+ar+ar*+ar®+---+ar"+---,
sendo a o primeiro termo da série e r a razdo da série.

Exemplo 12. A série
+00

Y 3x2" =3+6+12+24+--
n=0
é uma série geométrica de primeiro termo 3 e razdo 2. A progressao geométrica correspondente
é
3,6,12,24,---
Exemplo 13. A série
1t ] 1 1 1
— = -+t
Z2n 408 16
é uma série geométrica de primeiro termo 1/4 e razdo 1/2. A progressao geométrica corres-
pondente é

4 e

1/4,1/8,1/16,---

Exemplo 14. A série
Jio( n" 47 4+42 + +44
= 7n-1 "~ 7 72 73
é uma série geométrica de primeiro termo —4 e razdo —4/7. A progressdo geométrica corres-
pondente é

—4,4217,-4317%,- -

1.5.1 Soma dos primeiros » termos

Vamos determinar uma expressdo para calcular a soma S; dos primeiros n termos de uma série
geométrica. Dada a série geométrica

a+ar+ar’+ard+--+ar"+---,

temos
Sy, =a+ar+ar’+ar’+---+ar" L (4.3)

Multiplicando ambos os membros desta igualdade pela razao r, obtemos

Suyr = ar+ar’+ard+---+ar”. (4.4)
Subtraindo as expressoes e , membro a membro, temos

S,—-Sur =a-ar”

e por fim
a—ar

S, =
" 1-r

3Sabe-se que é um niimero irracional, mas néo se sabe se existe um polinémio com coeficientes racionais do
qual a soma seja uma raiz. Quando tal polinémio existe, diz-se que a raiz é um ntimero algébrico; de contrério, o
nimero diz-se transcendente; v/2 é um ntimero irracional, mas algébrico — é uma das raizes do polinémio x% - 2; ja
o numero 7 é irracional e transcendente — ndo é raiz de nenhum polinémio com coeficientes racionais.

Capitulo 4. Séries —_— Madrio Abrantes



10 1. SERIES NUMERICAS

Exemplo 15. A soma dos primeiros quatro termos da série
1+1/2+1/4+1/8+---,
com primeirotermo a=1erazaor =1/2é

1—(1/2)%
5= =W o
1-1/2

1.5.2 Soma de uma série geométrica

Dada uma série geométrica convergente, qual o limite S da soma parcial S, quando n — +00?
Este limite corresponde a soma da série.

. —ar
S= lim S, = lim
n—+o0o n—+oo 1-—r
a a .
= lim (———r”) = ——— lim —7r"
n—+co\l—-r 1-r 1—-r n=>+tool-—r
a .
=————— lim r"
1-r 1-rn—+o0
Como
lim r"
n—+oo

éigual a zero se |r| < 1, ndo existe (€ infinito) se |r| > 1, e por ndo interessar o caso em que r = 1
(a série geométrica tem todos os termos iguais e por isso diverge, se a # 0), conclui-se que s6
existe soma da série se |r| < 1, sendo neste caso
a
S=—-. (4.5)
1-r

Esta é a formula da soma de uma série geométrica convergente, com primeiro termo a e razao
r.

Em resumo:

* Uma série geométrica com a # 0 é convergente se |r| < 1;

* Se uma série geométrica de primeiro termo a e razdo r converge, entdo a sua soma é
dada por (4.5).
+oo 1

Exercicio 3. Mostrar que a série geométrica ) ;%] 7 € convergente e determinar a sua soma.

Numa série geométrica o cociente u,.1/u, de dois termos consecutivos é independente de
n e corresponde a razao r da série. Calculemos este cociente.
Uper 173" 3n 1
w, 13t 33 "
A série tem a razdo r = 1/3, que é menor que 1 em moédulo. Portanto a série converge. O seu
primeiro termo é a=1/3. Asuasoma, S, é
a

B 3 1

S 1-r  1-1/3 2
Exercicio 4. Existe uma série geométrica convergente, com o primeiro termo a = 1 e soma
§=-1/2?

Se existir esta série, a sua razdo r deve ser tal que
a 1
S:—<:>——:—<$I‘=3.
1-r 2 1-r
Esta série geométrica é divergente porque r > 1. Por isso ndo existe uma série geométrica nas
condic¢oes indicadas.

Capitulo 4. Séries —_— Madrio Abrantes



1. SERIES NUMERICAS 11

1.6 Séries numéricas com termos de sinais quaisquer

Vamos fazer um estudo da convergéncia de séries cujos termos tém sinais quaisquer.

1.6.1 Séries alternadas

Uma série alternada é uma série da forma
Uy—Up+uz—ug+---

ou da forma

—Urt+up)—uz+ug—---,

sendo 0s ug positivos.

Exemplos 3.
+00
—1+1-1+1—--= ) (-D"
n=1
1 1 1 iy 1
l——4———t-= Y ()" — ¢
31 5 7! = 2n-1)!

O seguinte é um critério para a convergéncia deste tipo de séries, dito critério de Leibniz.
Teorema 7. Dada uma série alternada

Uy—uUpt+uz—ug+---,
com os ug >0, se a sequéncia dos u; é decrescente

UT>U2>U3> U >,

e se
lim u, =0,
n—+oo

entdo a série convergee asuasoma S€é0< S<u;.

Este enunciado é também vélido, com pequenas alteracoes, se os us forem negativos. Neste
caso deve verificar-se |uy| > |uz| > |us| > |ug| >--- easoma S é talque u; < S<0].

Exemplos 4. As séries

1 1 1 1 (-pn+l
l--+=-=-=-+=+-

2 3 4 5 n

1 1 1 1 (=1)"+L
l-—=—+=-=-—=4+ =+

2 31 41 5! n!

verificam as condicdes do teorema (sdo alternadas, os termos sdo positivos decrescentes, 0s
termos gerais tendem para zero) e por isso convergem. Para cada uma delas a sua soma S
verifica0< S<1

Capitulo 4. Séries —_— Madrio Abrantes



12 1. SERIES NUMERICAS

1.6.2 Séries com termos de sinais quaisquer (caso geral)

Fazemos agora uma breve referéncia as séries cujos termos podem ter sinais quaisquer (ndo
obrigatoriamente dispostos de forma alternada). Uma forma de estudar a convergéncia destas
séries ) uy, é estudar a convergéncia da série dos modulos dos seus termos, }_ |u,|. A estas ul-
timas, por serem de termos positivos, podemos aplicar os métodos de estudo de convergéncia
que usamos com séries de termos positivos.

Teorema 8. Se a série de termos de sinais quaisquer
U+ u+uz+ug+---
é tal que a série formada pelos valores absolutos dos seus termos
lun| + [ua| + Uz + ug| + -+
converge, entdo é uma série convergente.

Exemplo 16. A série

10 sen(n) sen(2) sen(S)
2, = sen(D+ —p—+—m—+
=1 B 22 3
é convergente, pelo seguinte argumento.
¢ Asérie 1 converge, porque é uma série p, com p = 2;

sen(n sen(n)
2 2

* Por ser (porque?) podemos afirmar que a série Y79

por compara(;ao com a série do item anterior;

converge,

* O teorema acima enunciado permite concluir que a série dada converge.

Uma série }_ u, diz-se absolutamente convergente se for convergente a série dos médulos cor-
respondente, Y |u;|. Se Y_ u,, converge, mas ) |u,| diverge, entdo Y u, diz-se condicionalmente
convergente.

Exemplo 17. A série
n

=-1+1/2-1/3+1/4—---

>
n=1
é convergente, pelo critério de Leibniz. A sua série dos médulos

(-n"
=1+1/2+1/3+1/4+---

£

é, porém, divergente, dado ser a série de Dirichlet >} 1/n. A série Y. (~1)"/n é, por isso,
condicionalmente convergente.

Exemplo 18. A série

ll’l
() = —1/2+1/2°-1/23+

+00
é convergente, pelo critério de Leibniz. A série dos médulos

(-D"
zn

=1/2+1/22+1/2% +

+00
>
n=1

é convergente, porque é uma série geométrica derazdo |r| = 1/2 < 1. Porisso asérie . © > (-1)" /2"
é absolutamente convergente.

Capitulo 4. Séries —_— Madrio Abrantes



2. SERIES DE POTENCIAS 13

2 Séries de poténcias

2.1 Polinémios

Quando temos que fazer cédlculos com a expressao analitica (férmula) de uma funcao, é van-
tajoso que essa expressio seja um polinémio, por exemplo p(x) = 2+ 5x — 2x?, pelas seguintes
razoes:

e E facil calcular o valor da fun¢do num ponto x = a, p(a);
« E f4cil obter a derivada p'(x) da funcao;

e E facil primitivar a funcao.

2.2 Expansao de um polin6mio em torno de um pontox="b

A expressao p(x) =2+5x— 2x? representa a expansédo do polinémio em torno do ponto x =0,
no seguinte sentido: p(x) pode escrever-se p(x) =2+5(x—0)—2(x— 0)2; o0 termo independente
2 representa o valor de p(0); a parte linear, y = 2 + 5x, é a equacao da recta tangente ao grafico
de p(x) no ponto x =0 (ﬁgura.

Figura 2

Podemos expandir o polinémio em torno do ponto x = 2.

px) = 2+5x-2x% = 2+5((x—2)+2) -2((x—2)+2)? = 4-3(x—2) —2(x —2)?
A expressao p(x) =4-3(x-2) —2(x—2)2 representa a expansdo do polinémio em torno do ponto
x =2; o termo independente 4 representa o valor de p(2) e y =4 —3(x —2) é a equacdo da recta

tangente ao gréfico de p(x) no ponto x = 2 (figura[3).

Capitulo 4. Séries —_— Madrio Abrantes
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Figura 3

2.3 Expansao de uma funcao em série de poténcias de x

Funcdes como e¥, sen(x), cos(x) nao podem ser representadas por polinémios. Isto quer dizer
que nao existe um polinémio, seja qual for o seu grau, que represente, por exemplo, a funcao
f(x) = e*. Se existisse esse polinémio (seja 7 o seu grau), a igualdade

e = ag+ a1 x+ apx® +azx>+ -+ ax” (4.6)

seria valida ao menos num certo intervalo de valores de x. E imediato verificar que esta equi-
valéncia ndo é vélida, porque derivando n+ 1 vezes os dois membros da mesma obtemos e* no
primeiro e zero no segundo. A situacdo é diferente se considerarmos uma série de poténcias
de x no segundo membro (uma espécie de ‘polindmio infinito’)

e = ay+a X+ ax’ +azx>+ -+ apxt 4+,

Neste caso, sucessivas derivagdes dos dois membros ndo anulam o segundo membro. Vamos
calcular os coeficientes (os a;) que tornam a equivaléncia vélida.

e Calcular ay: fazendo x = 0 em (4.6), obtemos

(0)
f(O):eozlzaoﬁaO:@:fo'(O):

1

 Calcular a;: derivar ambos os membros da igualdade (4.6) e calcular os dois membros
fazendo x = 0.

flx) = (%) = e = ay+2ax+3a3x* +---+na,x" '+

fo _fo _

! 0
0: :1:(,13(1:
(0 1 1 1 T
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Calcular ay: derivar duas vezes ambos os membros da igualdade (4.6) e calcular os
dois membros da expressao obtida, fazendo x = 0.

f(x) = (9" = e = 2ay+2x3a3x+-+(n—1)x na, x>+

_ "o o 1

eO=1:2a2:>a2—

1!
F o 2 20 2

* Calcular az: derivar trés vezes ambos os membros da igualdade (4.6) e calcular os dois
membros da expressdo obtida, fazendo x =0

X)) = (9" = e* =2x3az+--+(n-2)x (n—1) x nax" >+

" 1
" 0 F7(0) f70) 1
fro)=e X oas s 2x3 3! 3!

 Calcular a,: derivar n vezes ambos os membros da igualdade (4.6) e calcular os dois
membros da expressdo obtida, fazendo x =0

an—

f(n) (0)
n!
Substituindo estes coeficientes em (4.6), obtém-se
x2 x3 xn +00 4.1

x
—_— x— —_— —_— “oe — LR R — —_—
f0 =€ = Thxt oot opbed—t Yy =, 4.7)

dita expansdo em série de Taylor em torno do ponto x = 0 (ou série de Maclaurin) da

funcao e*.

1

\

\

\
! 5

\
\
\
\
\
\
J \\)/
b )
L7 -5 0
Ve
/
Ve
7/
Ry Figura 5: A tracejado o gréfico de y = 1+ x+x%/21+ x3/31+

xt/41.
Figura 4: A tracejado o grdficode y =1+ x.

Na figura (4) estao representados os graficos das fungdes e* e 1+ x (soma dos primeiros dois
termos da série — grafico a tracejado). A recta a tracejado é a tangente ao grafico de e* no ponto
x = 0. E a melhor aproximagdo linear possivel, tangente a e* no ponto x = 0. Na figura (5) estdo
representados os gréaficos das fungoes e* e 1+ x + x2/2! + x3/3! + x*/4! (soma dos primeiros
cinco termos da série — gréfico a tracejado). A curva a tracejado é tangente ao grafico de e* no
ponto x = 0. E a melhor aproximacdo de grau quatro possivel, tangente a e* no ponto x = 0.

Capitulo 4. Séries —_— Madrio Abrantes
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E uma boa aproximante, se quisermos calcular aproximadamente e* para valores proximos de
x =0, mas uma ma aproximante para valores de x afastados’ de x = 0. Se formos considerando
truncaturas da série com cada vez mais termos, obtemos sucessivamente aproximantes que,
partindo do ponto x = 0 para a esquerda, e para a direita, se vao ‘colando’ mais e mais ao

grafico da exponencial. No limite (considerando todos os termos da série) obtém-se a tracejado
o proprio gréfico de e*.

2.3.1 Expansao de uma funcao em série de poténcias de (x—b)

Podemos obter os coeficientes da expansdo de uma funcao f(x) em série de poténcia de (x—b)

fx)

cotci(x—b)+c(x—b)2+c3(x—=b)>+-+cp(x=b)"+--- (4.8)

+00
cn(x—b)".
n=0

(4.9)
Repetindo o exercicio feito anteriormente obtém-se

M p
Cn:f ( )7 n:0,1,2,“‘,
n!

dita expansdo em série de Taylor da funcao f(x), em torno do ponto x=b.

Exercicio 5. Determinar a expansao em série de Taylor da funcéo f(x) = e* em torno do ponto
x=2.

Calculamos os coeficientes.

c=f)=¢é
a=f@=¢
" 2
2! 2
1" 2
3! 3!
f(4) @) e2
C4 = —— = —
4! 4!
(n)
L
n!

A série de Taylor fica

x 2, 2 e 2 e 3 e 4
e-=e"+e (x—2)+2—!(x—2) +§(x—2) +4—!(x—2) .-
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—20 - .
I F°
! |
! |
! |
I |
|
10 ‘
| 1||0
|
|
1
] \\
|
"
0 ; —
0
|
|
1 Figura 7: A tracejado o gréfico de y = e +e2(x-2)+

, . ) - e?12(x—2)? + €%/31(x - 2)3 + 2 /4l (x — 2)L.
Figura 6: A tracejado o grafico de e* + e“ (x —2).

Na figura @ estdo representados os graficos das funcdes e* e e? + e?(x — 2) (soma dos primei-
ros dois termos da série — gréafico a tracejado). A recta a tracejado é a tangente ao grafico de
e* no ponto x = 2. E a melhor aproximacao linear possivel, tangente a e* no ponto x = 2. Na
figura (7) estdo representados os graficos das funcdes e e e? +e?(x—2) +e?/2!(x—2)? +e*/3!(x —
2)3 + e2/4!(x — 2)* (soma dos primeiros cinco termos da série — grafico a tracejado). A curva a
tracejado é tangente ao gréfico de e* no ponto x = 2. E a melhor aproximagao de grau quatro
possivel, tangente a e* no ponto x = 2. E uma boa aproximante, se quisermos calcular apro-
ximadamente e* para valores proximos de x = 2, mas uma ma aproximante para valores de x
‘afastados’ de x = 2. Se formos considerando truncaturas da série com cada vez mais termos,
obtemos sucessivamente aproximantes que, partindo do ponto x = 2 para a esquerda e para a
direita, se vao ‘colando’ mais e mais ao gréfico da exponencial. No limite (considerando todos
os termos da série) obtém-se a tracejado o préprio grafico de e*.

O seguinte teorema (de Taylor) fundamenta os resultado obtidos acima.

Teorema 9. Seja f(x) uma funcdo real de varidvel real que admite derivada de ordem k > 1 no
ponto b € R. Verifica-se a identidade

f/l (b)

0
L )

—_— 3 .o
(x=b)°+---+ ST

f) = f(b)+ f'(b)(x—b) +

x-pp+ L2 Eb)

(4.10)
sendo hy(x) uma funcgdo tal que lim,_j hi(x) = 0.

O polinémio em diz-se polinomio de Taylor de grau k — 1 da funcao f(x). O limite

lim,_p hi(x) = 0 indica que, quanto mais préximo de b estiver o valor de x no qual queremos
calcular uma aproximacgao de f(x), menor o erro cometido usando o polinémio de grau k em
(4.10) como aproximante de f(x).

2.4 Intervalo de convergéncia de uma série de poténcias

Teorema 10. O conjunto dos valores de x para os quais uma série de poténcias }_ a,(x — b)"
converge, é um intervalo aberto centrado no ponto x = b, (b—R,b+ R), sendo R o raio de
convergéncia da série. Os extremos do intervalo podem, ou niao, representar pontos onde a
série convirja.

Capitulo 4. Séries —_— Madrio Abrantes
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Exemplo 19. Determinar o intervalo de convergéncia I da série de Maclaurin da funcao

fx)=e".
A série em estudo é
B x2 x3 X 00 71
ef = lHx+ =+ et = Y
2 3! n! —o 1!
. . . n=0 .
e, s . ~ P , n
Vamos usar o critério da razao com a série dos médulos Y23 | 3 |-
n+1 [ | vRt+1
. Upn+1 . x"H(n+1)! n'x . | x|
L= lim = lim |———| = lim |——— | = lim — =0<1
n—+oo| Uy n—+oo x"/n! n—+oo| (n+1)! x" n—+oo n

Como L < 1, para qualquer valor de x, a série dos modulos é convergente para qualquer valor
de x € R. A série dada converge para todo os valores de x € R, sendo I =R.

Exemplo 20. Determinar o intervalo de convergéncia I da série

_en? eo® e
2 3 4

 2x)"
—

2x

n +00
+ (—Unﬂ& 4 = Z (-
n n=1

+oo [2x|"

Vamos usar o critério da razdo com a série dos modulos = } 7% *="-.

. Up+ _2x" (n+1) . nj2x|"t! n
L= lim = —_— = ———— = lim ——|2x| = |2x]
n—+oo U, n—+oo 2x|"/n n—+oo(n+1) |2x|" n—+oop + 1

Para a série convergir deve ser

1 1
L=2x|<1l & |x|<- © ——<x<—.
2 2 2

A série dada converge para valores de x € (—1/2,1/2). A convergéncia nos extremos do intervalo
deve ser estudada separadamente. A série converge para x = 1/2, uma vez que substituindo na
mesma x por 1/2 se obtém uma série alternada convergente:

1 (2x1/22 @2x1/2)? (2x1/2)? 1 1 1
_ + — +eeoe=]l——4———+F--.,
2 3 4 2 3 4
Pode mostrar-se que esta série converge para In(2). A série diverge para x = —1/2, uma vez que

substituindo na mesma x por —1/2 se obtém uma série divergente:

( 1) 2x(=1/2)% (@2x(-1/2)% (2x(-1/2))? 1 1 1
2x|—=|- + - +--e =
2 2 3 4 2 3 4

O intervalo de convergéncia da série é I = (—1/2,1/2].
Exemplo 21. Dada a série
ap+ar(x—b)+ay(x—b)>+--+a,(x—b)"+---,

mostrar que, se existir o limite
. An+1
a = lim ,
n—+oo q,

entdo a série converge no intervalo centradoem b, (b—1/a,b+1/a).

Vamos usar o critério da razao com a série dos médulos = ¥ 7% |a, (x — b)"|.

an+1(x“b)n+l

an(x—Db)"

ap+1

n—+oo

L = lim

n—-+oo

|x—b| = alx-Db|

n
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Para a série convergir deve ser
L=calx-bl<l e |x-Dbl<lla & -l/la<x-b<lla © b-1lla<x<b+1/a,

mostrando-se assim que série converge no intervalo indicado (como se referiu anteriormente,
a convergéncia nos extremos do intervalo deve ser estudada separadamente).

A expansao em série de Taylor de uma funcido, em torno de um ponto, se existir, é tinica. isto
significa que a mesma funcdo f(x) ndo pode ter, em torno de um ponto, duas expansdes em
série de Taylor com algum coeficiente diferente para a mesma poténcia de x.

Exercicio 6. Expandir em série de Maclaurin a fun¢ao

1
fx) = —.
1-x
A funcdo f(x) tem a forma da soma de uma série geométrica de primeiro termo a = 1 e razao
x, desde que | x| < 1. Assim sendo temos

L l+x+x%+x3 4+ = ) %"

I-x n=0
Dada a unicidade da série de Taylor, o segundo membro da igualdade corresponde a série de
Taylor de f(x), como se pode verificar calculando os coeficientes respectivos. O intervalo de
convergéncia da série é —1 < x < 1, o que significa que a igualdade é valida para valores de x
neste intervalo e invalida para valores de x fora do intervalo. Por exemplo, fazendo x =1/2 em
ambos os membros da igualdade anterior, obtém-se

=172 =1+1/2+1/4+1/8++---© 2 =1+1/2+1/4+1/8+---.

Como a série numérica obtida tem soma igual a 2 (porqué?), a igualdade é verdadeira. J4 se
fizermos x = 3, obtemos

1
ﬁ =14349+27+--- © =2 = +00,

que é uma relagdo sem sentido (o segundo membro ndo é um nimero).

Expansdo das funcoes sen(x) e cos(x) em poténcias de x
Vamos calcular os coeficientes duma série de poténcias, tal que sen(x) = Y12 a,x".

f@0) = sen(0) =0 apg =0
f'(0) = cos(0) =1 ay =1
f"(0) = —sen(0) = 0 a, =0
") = —cos(0) = -1 as = —1/3!
f(4)(0) = sen(0) =0 a; =0
90 = cos0) =1 ay = 1/5!
Obtemos R o n1
Sen(x) = X— b m ke = r;l(—l)”“m.
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Para obtermos a série de Maclaurin da funcao cos(x), basta derivar a série de Taylor da funcao
sen(x). A série obtida tem o mesmo intervalo de convergéncia da série inicial (neste caso, R).

!/
B X X

cos(x) = |[x——+———+
3 5 7

x> xt x5

I-—+—-—+
21 4! 6!

+00 x2n

2 (=1 @2n)!

n=0

Na figura (8) estao representados os graficos das funcoes cos(x) e 1 —x?/2! (soma dos primeiros
dois termos da série — gréfico a tracejado). A curva a tracejado é a melhor aproximag¢ado qua-
dratica possivel, tangente a cos(x) no ponto x = 0. Na figura (9) estao representados os graficos
das funcoes cos(x) e 1 - x%/21+ x*/4! (soma dos primeiros trés termos da série — grafico a trace-
jado). A curva a tracejado é a melhor aproximacdo de grau quatro possivel, tangente a cos(x)
no ponto x = 0 (no seguinte sentido: qualquer outro polinémio de grau quatro, cujo grafico
seja tangente ao de cos(x) no ponto x = 0, constitui uma pior aproximante da funcao co-seno,
para valores de x suficientemente préximos do ponto x = 0.

Figura 8: A tracejado o grafico de 1 — x2/2!. Figura 9: A tracejado o grafico de y = 1— x2/2!+ x*/4!.

2.5 Formula de Euler

Usando a série de Maclaurin da funcdo e*

x? x Xt

ef = l+x+—+—+—+
21 31 4]

para determinar e'*, obtém-se

ix . x? Gx3 (x*
e =1+ix+ + + +

2! 3! 4!

Por ser

ix

(ix)? = i’x* = —x?

(ix)3 =33 = —ix®

(0t = i*x* = x*

(ix)5 =i°x° = ix°
temos

. B A B B
e =1+ix———i—+—+i—"-.
2! 3 4 5!
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21

Separando os termos reais dos imaginarios, fica

x* 1 ) B x°
e =1-==+—+-)tilx——+—"--).
2! 4! 3! 5!

A partereal é asérie de Maclaurin de cos(x); a parte imagindria é a série de Maclaurin de sen(x).

Podemos entdo escrever a igualdade

ix

e’ = cos(x)+isen(x),
conhecida por férmula de Euler.
Exemplos 5.
e™2 = cos(m/2) +isen(m/2) =i
el0 = cos(0)+isen(0)=1
e’ = cos(m) +isen(m) = -1

As funcbes cos(x) e sen(x) podem ser escritas em termos da exponencial complexa, usando a
férmula de Euler. De facto, somando membro a membro as férmulas seguintes

ix

e’ = cos(x)+isen(x)
e ir = cos(—x)+isen(—x) = cos(x)—isen(x)
obtemos
e+ e = cos(x)+isen(x)+cos(x)—isen(x) = 2cos(x)

e podemos escrever

eix + e—ix
2
Subtraindo agora membro a membro as formulas (4.11), (4.12) obtemos,

cos(x) =

ix —ix

e’ —e = cos(x)+isen(x)—cos(x)+isen(x) = 2isen(x)

e podemos escrever

pix _ p~ix

sen(x) = >
i

Exercicio 7. Usar a férmula de Euler para provar a igualdade

sen(2x) = 2sen(x)cos(x).

(4.11)
(4.12)

(4.13)

(4.14)

De (4.14) vem
i2x _ e—i2x
sen(2x) = -
21
Usando (4.13) e (4.14), temos
X _ e—lx elx + e—lx elxelx + elxe—lx _ e—lxelx _ e—lxe—lx
2sen(x)cos(x) = 2 - = _
21 2 21
Por ser e'*e'* = ¢/2* 7 ¥e7i¥ = 712X podemos escrever
i2x _ e—i2x
2sen(x)cos(x) = % = sen(2x).
i
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