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Capitulo 3

Integrais de funcoes reais de variavel
real

1 Areas de regies planas

A drea de uma regido plana é um ntimero ndo negativo associado ao tamanho da regido. Sobre
as dreas das regioes A e B na figura[l} dizemos que A tem uma drea superior a B. Mas como se
atribui um valor de drea a uma dada regiao plana?

Para o fazer precisamos de ter um regido de referéncia, cuja
drea tenha valor igual a 1, com a qual comparamos a regiao
que queremos avaliar. A regido de referéncia é um quadrado
cujo lado mede 1 unidade de comprimento (ver figura[2). Se a
unidade de comprimento for o metro, entdo define-se a drea
do quadrado como sendo de 1 metro quadrado (1m?); se a
unidade de comprimento for o centimetro, entdo define-se
a drea do quadrado como sendo de 1 centimetro quadrado
(1cm?), etc. Uma vez definida desta forma uma unidade para
a drea, torna-se facil verificarmos que a drea de um rectangulo de lados b e h é dada por bh, e
que a drea de um triangulo rectangulo de catetos b e h é igual a bh/2 (cf. figura[3).

Figura 1

b=3
b=3

Figura 2: Area do rectangulo = bh = 6. Figura 3: Area do triangulo = bh/2 = 3.

Podemos também verificar que bh/2 é a drea de qualquer tridngulo cujas altura e base tenham
medidas respectivamente & e b. Observando a figura[4}, podemos determinar a area do trian-
gulo ACE subtraindo a drea do rectingulo ABDE, de lados b e h, a soma das dreas dos trian-
gulos rectangulos ABC e CDE.
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b

Figura 4

Area ACE =Area ABDE - (Area ABC + Area CDE)
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1.1 Calculo aproximado de areas

Consideremos o problema de determinar a drea de uma re-
gido plana definida pelo gréfico de uma func¢do f(x) e o eixo
dos xx, no intervalo [a, b]. Como exemplo, tomemos regiao Ftx)=infx)
definida pelo gréfico da funcdo f(x) = In(x) e o eixo das ab-
cissas, no intervalo [1, 3] (ﬁgura. Seja A a drea dessa regido.
Podemos obter uma aproximacdo desta drea determinando /

um minorante m e um majorante M para o valor de A. Um . 2 3
majorante pode obter-se somando as areas dos dois rectan-
gulos marcados na figura[6l Como os rectangulos tém alturas
In(3) e In(2), e tém ambos largura 1, a soma dos valores das Figura 5
suas areas € In(2) +1n(3) =~ 1.80.

fix)=In{x} Jix)=lnfx)

R

_____

Figura 6 Figura 7

Um majorante melhor, M, pode obter-se usando mais rectangulos, como mostra a figura[7}
M =0.5(In(1.5) +In(2) + In(2.5) +In(3)) = 1.56.

Por um procedimento semelhante, podemos obter um minorante, m, para o valor da drea,
somando as dreas dos trés rectangulos da figura|g|
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Obtemos m = (In(1.5) + In(2) +In(2.5))0.5 = 1.007. Podemos escre-
ver 1.007 < A < 1.56. Esta estimativa pode também ser melhorada
usando mais rectangulos para calcular m e M.

ffxj=in(x)

1.2 Aplicacao do célculo de areas: consumo de
energia eléctrica

A figura[9|representa uma placa com as caracteristicas eléctricas de

um certo dispositivo. Entre essas caracteristicas podemos ler o va-

lor da poténcia eléctrica, 1200W. O ‘W’ significa Watt, que é a uni-

dade de poténcia eléctrica. Uma vez ligado este dispositivo a cor-

rente, a empresa que fornece energia contabiliza o consumo aten-

dendo a dois factores: a poténcia do aparelho, em watts, e o tempo que este fica ligado, em
horas. Aunidade de energia correspondente é o Watt.hora.

Poténda
——— e 00NN (watt)
Mod..PR2 1300 : -
TypPRN 12000 1200 : ; 2
220200V~ 50/60H: f / i
(( | éﬁ WIm 100 ! - / 77

19 21 24 01 tempo
. ()
Figura 9

Figura 10

Assim, se o dispositivo estiver ligado 1/, o consumo é de 1200W h, que se 1é ‘1200 Watt-hora’, ou
1.2kW h, que se lé ‘1.2 kiloWatt-hora’ Se o dispositivo estiver ligado 2/, o consumo energético é
(poténcia x tempo) = 1200x2 = 2400W h = 2.4k W h. O custo da energia consumida é calculado
multiplicando o valor da energia consumida pelo preco do kW h (que em 2017 ronda os 0.15€).

Exercicio 1. Numa habitacdo sdo ligados os seguintes dispositivos eléctricos:
e uma lampada de 100W e um aquecedor de 1200W, das 19k as 21h;
e apenas o aquecedor de 1200W, das 214 as 24 h;
e apenas a lampada de 100W, das 24h a 01h.

Sabendo que o preco do kW h é de 0.15€, qual a despesa do consumo de energia eléctrica das
19h as 01 h?

Resolugdo

A figura[10]contém um grafico que representa a poténcia solicitada a rede eléctrica em funcao
do tempo. Fazendo uso desta informacao, obtemos os seguintes valores para a energia consu-
mida.

das 19/ as 21h: lampada de 100W+ aquecedor de 1200W
Energia = (100+ 1200) W x 2h =2600W h

das 21h as 24h: aquecedor de 1200W
Energia = 1200W x 3h = 3600W h

das 24h a 01h: lampada de 100W
Energia = 100W x 1h =100W h
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Notar que a energia calculada, por envolver o produto da poténcia eléctrica pelo tempo, cor-
responde a soma das dreas dos rectangulos na figura. A energia total consumida é de 2600 +
3600 + 100 = 6300W h ou 6.3k W h, cujo custo é igual a 6.3kWh x 0.15€= 0.95€.

1.3 Funcao area
Seja A(x) a funcdo que determina a drea da regido do plano definida pelo grafico de uma fun-

¢do f(x) e o eixo dos xx, no intervalo [0, x] (figura[11), sendo f(x) continua no intervalo [0, x].

Vamos mostrar que a relacdo entre a fungao drea A(x) e a funcao f(x) é A'(x) = f(x), i.e.

Alx+Ax)— A(x)

Ax)=1lim = f(x). (3.1)
Ax—0 Ax !
1x) Afa °fx} -Afa)
™ ="
0 .\"-:_x x \
Afx) a 9.4-:31
Figura 11 Figura 12

Consideremos a regido correspondente ao intervalo [a, a + Ax], sombreada na figura[12] Se o
valor de Ax for suficiente pequeno, o gréfico de f(x) pode considerar-se linear neste intervalo,
0 que nos permite aproximar, em termos do valor da drea, a regido sombreada na figura[12|pelo
trapézio na figura[13]

A area do trapézio é aproximadamente A(a+Ax)— A(a), e obtém-se
Afa+ Ax) -Afa) somando as dreas do triangulo e do rectangulo na figura[13|
A(a+ Ax) — A(a) = Area do trapézio
= Area do triangulo + Area do rectangulo
fra) flasAx) _ Axf(a+Ax) - fla)

+Axf(a)
:Axf(a+Ax)+f(a).
a a+ Ax Substituindo este valor aproximado para A(a + Ax) — A(a) na fér-
mula[3.1} temos
Figura 13
Wia = 1im A0t Ax) - Ala)
Ax—0 Ax
_ lim Ax(f(a+Ax)+ f(a))
Ax—0 2Ax
A 2
_ lim fla+Ax)+ f(a) _ fla) - fl@.
Ax—0 2 2

Verificdmos que A'(a) = f(a). Como a é um ponto qualquer no
qual f(x) é continua, podemos escrever A’(x) = f(x) para qualquer
ponto x.

Capitulo 3. Integrais de fungbes reais de varidvel real —_— Mdrio Abrantes
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Exemplo 1. Seja f(x) = 2x (figura[14). Queremos determinar a fungéo A(x) que nos da a area
da regido definida pelo gréfico de f(x) e o eixo das abcissas, no intervalo [0, x]. Sabemos que
A'(x) = f(x). Usando apenas esta condi¢ao, qualquer uma das trés funcoes seguintes é candi-
data a ser A(x).

A(x) = x°

Ax)=x*-2

AX)=x*+nm
De um modo geral, toda a funcdo da forma x? + C, sendo C uma constante real qualquer, é
candidata ser a fun¢do A(x). Vamos verificar que apenas uma destas funcdes nos interessa.
Para tal, usamos mais uma condi¢ao, para além de A’(x) = f(x), que é A(0) = 0. A validade desta
condicao é imediata, sabendo que A(0) representa a drea da regido correspondente ao intervalo

[0,0], ou seja, a &rea de uma regido de area nula. Usando a igualdade A(0) = 0, determinamos o
valor do parametro C, na expressao x%+C,

A0)=00°+C=0<C=0.

A funcio pretendida é pois A(x) = x2.

Vamos testar esta funcao, calculando A(3). Este valor representa a drea do tridngulo cuja base
tem medida 3, sendo a sua altura f(3) = 2 x 3 = 6 (ver a figura[14). A drea deste triangulo é igual
a9, o que confirma o valor A(3) = 32=09,

f(x)=2x f(x)=x

0 x
ho

Figura 14 Figura 15

Exemplo 2. Seja f(x) = x2 (ﬁgura. Queremos determinar a féormula da funcao A(x) que nos
dé a drea da regido definida pelo gréfico da funcao e o eixo das abcissas, no intervalo [1, x]. Sa-
bemos que A'(x) = f(x),i.e., A'(x) = x2. Analogamente ao exercicio anterior, podemos escrever
A(x) = %3 + C, com C € R. Para determinar o valor de C usamos a condi¢do A(1) = 0, de que
resulta g +C=0oC= —13—3 e A(x) = %3 - % Usando esta ultima expressdo podemos escrever

AB-AD=%-1=2

2 Funcao primitiva. Integral indefinido de uma funcao

Nos exemplos [1| e 2} dada uma fung¢do f(x), foi necessario calcular uma outra funcao, A(x),
sendo A'(x) = f(x). Vale a seguinte definigao.

Definicdo 1. Dada uma funcéo f(x), diz-se funcao primitiva de f(x) no intervalo [a, b], toda a
funcao F(x) tal que F'(x) = f(x) para todo x € [a, b].

Capitulo 3. Integrais de funcgbes reais de varidvel real —_— Mdrio Abrantes
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Exemplo 3. Seja f(x) = % As fungoes Fi(x) =1In|x| e F»(x) = In|x| — 3 sdo ambas func¢des pri-
mitivas de f(x). E imediato verificar que a sua diferenca é uma constante, F; (x) — F>(x) = 3.

Vale o seguinte resultado.

Teorema 1. Se F) e F, sdo duas primitivas de f(x) no intervalo [a, b], entdo a sua diferenca
F; — F, neste intervalo é uma constante.

Prova. Se F e F, sao duas primitivas de f(x), entdao F] = F, = f(x), o que implica que F, - F,
seja uma constante, dado que (F, — F»)' = F] - F; = f(x) - f(x) = 0.

O
Este enunciado significa que se conhermos uma primitiva F(x) da funcao f(x), entdao qualquer
outra primitiva pode ser escrita como F(x) + C, sendo C uma constante. Se uma funcéao tiver
uma primitiva, entdo tem infinitas primitivas.
Definicao 2. Se F(x) é uma primitiva da fun¢do f(x) no intervalo [a, b], entdo a expressao

F(x)+C, com C € R, diz-se integral indefinido de f(x) no intervalo [a, b], e representa a familia
de todas as funcdes primitivas de f(x). Escreve-se

/f(x)dx =F(x)+C.
Deve ficar claro que o significado da expressao

ff(x)dx:F(x)+C

[N

F'(x) = f(x).

De forma equivalente podemos escrever

(ff(x)dx),=f(x)

ou

f F'(x)dx=F(x)+C.
Exemplo 4.

1. fzdx: 2x+C, porque 2x+C) =2+C'=2
!
2. f2xsen(x2)dx = —cos(xz) + C, porque (—cos(xz) + C) = (xz)’sen(xz) +C' = 2xsen(x2)

2 2
3. f—dx =2In|x|+ C, porque 2In|x|+C)' =2(In|x) +C' ==
X X

Videos . 3.1 a 3.4 (no anexo deste capitulo)

Capitulo 3. Integrais de funcgbes reais de varidvel real —_— Mdrio Abrantes



3. PRIMITIVAGAO DE ALGUMAS FUNCOES ELEMENTARES

3 Primitivacao de algumas funcoes elementares

Nas expressoes que se seguem, u representa uma funcao qualquer de x e C representa um

parametro real.

1. f adx = ax+ C, sendo a uma constante.

' n un+1
2. | uu'dx=
n+1

+C, neR, n#-1

u/
3. f—dx:1n|u|+C
u

4. fu’e”dx =e"+C

S.fu’sen(u)dx:—cos(u)+c

6. fu'cos(u)dx=sen(u)+C

/
7.[ “ =arctg(u)+C=—arcctg(u)+C

1+u?

u/
o [
1—u?

Exemplo 5.

1.[de=3x+C

=arcsen(u)+C=—arccos(u)+C

3
X
2.fx2dx=?+c, neR, n#-1

2
3. [—:dx=ln(x2) +C=2n|x|+C
X

4, f—e‘ldxz el +C

5. f—ZSen(—Zx)dx =—cos(-2x)+C

6. fcos(x)dx =sen(x)+C

1
7. f =arctan(x)+C=—arccot(x)+C
1+x2

1
8. f =arcsen(x)+C=—arccos(x)+C

V1-—x2

Videos . 3.5a 3.9 (no anexo deste capitulo)

4 Integral definido

O célculo de areas efectuado nos exemplos(1]e[2} pg. [} pode ser resumido da seguinte maneira:

1. determinou-se o integral indefinido A(x) da funcao f(x) envolvida;

Capitulo 3. Integrais de funcgbes reais de varidvel real
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4. INTEGRAL DEFINIDO 9

2. calculou-se a diferenca de valores assumidos pela funcdo A(x) nos dois extremos do
intervalo correspondente.

Exemplo|[l} Area = A(3) - A(0) =3*+C—(0*+C) =32 -0%*=9

Exemplo[2} Area = A(3) - A(1) Sl +C v +C 3%

X = — - I = ___=-_"
P 3 3 3 3 3

Note-se que é irrelevante o valor de C, uma vez que o pardmetro é anulado na subtrac¢ao. Uma
forma de indicar estas diferencas entre valores de primitivas é o seguinte.

. 3 3
Exemplol[l} Area = A(3) - A(0) = f 2xdx=x?| =32 -0%=9
0

3, B3 38 13 26
AR =AM = | ddx=T[ = - =2
| 3h™3 3 3

Exemplo[2 Area

Vale a seguinte definic3o.

Dada uma funcdo f(x) e uma sua primitiva F(x) no intervalo [a,b],
chama-se integral definido de f(x) no intervalo [a,b] & expresséo
f:f(x)dx, sendo

b
f fx)dx = F(x) Z:F(b)—F(a).

Exemplo 6. Dada a funcdo sen(x), o integral definido
T b2
f sen(x)dx = —cos(x)|0 =—cos(m) = (—cos(0)) =—-(-1)-(-1) =2,
0
representa a drea da regidao sombreada na figura[16] O integral
2m 2
/ sen(x)dx = —cos(x)| =—cos@2m) - (-cos(m)) =-1-(1) = -2,
T /8
representa o simétrico da drea da regido sombreada na figura[17 O integral
2n o
f sen(x)dx = —cos(x))o =—cos@2nm)—(-cos(0)) =-1-(-1)=0,
0

representa a soma dos dois integrais anteriores.

senfx ) senfx)

A1 1
0 n 2 0
7 \_/ x S R\L/M
Figura 16 Figura 17

No caso geral o valor do integral [ f f(x)dx é igual a diferenca entre a 4rea da regido acima do
eixo das abcissas e a drea da regido abaixo do eixo das abcissas, definidas por este eixo e pelo
grafico de f(x) no intervalo [a, b] de valores de x.

Capitulo 3. Integrais de funcgbes reais de varidvel real —_— Mdrio Abrantes



10 4. INTEGRAL DEFINIDO

4.1 Propriedades dos integrais definidos

b b
1. f kf(x)dx= kf f(x)dx, se k é constante.
ab ‘ b b
2. f (f)+g)dx= [ fxdx if g(x)dx, se os integrais no segundo membro existem.
db . a b a
3.[ f(x)dxzf f(x)dx+f f(x)dx, sendo c€ [a, b].
a a c b b
4.Se f(x) < g(x) no intervalo [a, b], entao f f(x)dxsf gx)dx.
a a

b
5.Se m < f(x) < M no intervalo [a, b], com m, M € R, entdo m(b—a) sf fX)dx<=M(b-a).
a

6. Teorema do valor médio (para integrais): Se f(x) é continua no intervalo no intervalo [a, b],
b
entdo existe c € [a, b] tal que f fx)dx=(b-a)f(c).
a

A propriedade 5 pode ser usada para calcular um valor aproximado de um integral definido.

Videos . 3.10a 3.12 (no anexo deste capitulo)

4.2 Justificacio da forma [ f(x)dx para o integral definido

Na ﬁgura estd representado o grafico de uma funcao f(x) e estd marcado o intervalo [a, b]
no eixo das abcissas. O intervalo esta dividido em n partes iguais, cada uma de medida

Ax = b;n“. A area daregido definida pelo grafico da funcdo e pelo eixo das abcissas neste inter-
valo, é aproximadamente igual a soma das dreas dos n rectangulos ai representados,

Area ~ FDAx+ f)Ax+ f(x3)Ax+--+ f(xp—))AX+ f(x)Ax = (3.2
=Y fxpAx. (3.3)
k=1
fix) f=x)

.....

P V.
1

Figura 19

Figura 18

E f4cil, no entanto, convencermo-nos de que esta é uma aproximacio por excesso do valor
exacto da area, porque as regides junto dos cantos superiores esquerdos dos rectangulos estao
fora da regido definida pelo gréfico e pelo eixo das abcissas no intervalo [a, b]. Aumentando
o numero de rectangulos esta 'regido em excesso’ fica mais pequena e obtemos uma melhor
aproximagao para a drea, como é sugerido pela figura[19] Se continuarmos a aumentar o na-
mero de rectangulos, vamos obtendo aproximacdes cada vez melhores para o valor exacto da

Capitulo 3. Integrais de funcgbes reais de varidvel real —_— Mdrio Abrantes



4. INTEGRAL DEFINIDO 11

area. Este valor ndo pode ser sendo o que € obtido tomando uma infinidade de rectangulos.
Vale a seguinte definicao.

Definicdo 3. Se existir o limite
n
L= lim k; F(xpAX,

diz-se que a funcdo f(x) é integrdvel sobre o intervalo [a, b] e o valor de L diz-se integral defi-
nido de f(x) no intervalo [a, b]. Escreve-se

n b
lim Zf(xk)Ax=f fx)dx.
n—+oo (= a

A notacdo f f f(x)dx traduz a existéncia do limite acima referido, sendo que o simbolo f " re-
mete para ‘Y’ e o diferencial ‘dx’ remete para a largura ‘Ax’ dos rectangulos (figura[19).

Video . 3.13 (no anexo deste capitulo)

4.3 Teorema fundamental do calculo

Nos exemplos da sec¢ao|[1.3] pg. |5} calculdmos dreas de regides definidas por graficos de fun-
¢oes usando as primitivas das fungées envolvidas. No entanto, nem todas as dreas definidas
por graficos de funcdes se podem calcular usando as primitivas dessas fun¢oes, pela razdo de
nem todas as fun¢des admitirem uma funcao primitiva.

Como exemplo, consideremos a funcao da figura20} Cla-
ramente podemos calcular a drea A(x) definida pelo gré-

0, x=3
fico da funcdo e o eixo das abcissas no intervalo [0, x], I “F{L =3
x = 0. Temos

] —
x , X<3 5
A(x)zf f(nde= O
0 x—3 ,X=3 o 3
dado que se x < 3 afuncdo é nula e se x = 3 a regido com
drea ndo nula é um rectangulo de largura x — 3 e altura 1. )
Figura 20

No entanto a funcédo f(x) ndo tem uma func¢éo primitiva
F(x) em nenhum intervalo [0, x] contendo o ponto x = 3,
porque teria que ser F'(x) = f(x) e pode mostrar-se que uma funcao derivada ndo tem descon-
tinuidades de 12 espécie (a funcdo f(x) da figura tem uma descontinuidade de 12 espécie no
ponto x = 3). Resumindo, nao existe uma func¢do F(x) cuja derivada seja f(x).

O que podemos dizer, usando como base este exemplo, é que o integral [, : f(x)dx pode existir
mas nao ser calculdvel usando primitivacdo. Em que condicdes podemos garantir que uma
funcdo tem primitiva? O resultado seguinte diz-nos que basta f(x) ser continua num dado
intervalo para admitir ai uma funcao primitiva F(x).

Teorema 2. Se f(x) é continua no intervalo [a, b], entdo existe uma funcdo F(x) derivavel tal
que F'(x) = f(x) no intervalo [a, b].

Sempre que uma func¢do f(x) tem uma primitiva F(x) num dado intervalo, podemos calcular
areas ou, mais geralmente, integrais definidos envolvendo a func¢do, usando a primitiva F(x).
Isto é garantido pelo seguinte teorema.

Capitulo 3. Integrais de fungbes reais de varidvel real —_— Mdrio Abrantes



12 5. TECNICAS DE INTEGRAGAO

Teorema 3. (Teorema fundamental do Célculo) Se uma func¢ao f(x), integrével sobre o inter-
valo [a, b], possui uma primitiva F(x) nesse intervalo, entdo

b b
f fx)dx=F(x)| =F(b)-F(a).
a a

Video . 3.14 (no anexo deste capitulo)

5 Técnicas de integracao

A operacao de integracdo é, em geral, mais dificil do que a operagdo de derivacado. Nesta sec¢do
vamos estudar duas técnicas de primitivacao, designadas primitivagédo por substituigdo e pri-
mitivagdo por partes. O proposito mais geral de ambos os métodos € o cdlculo de uma primitiva
que ndo conhecemos usando primitivas ja conhecidas.

5.1 Primitivacao por substituicao

Seja por exemplo a integral I = [v1—-xdx. E imediato verificarmos a semelhanca desta ex-
pressdo com [ /xdx, cuja solugdo sabemos ser §x3/ 2 + C. Vamos transformar a integral I de
modo a que fique do tipo [ \/xdx. Comegamos por fazer a substitui¢do u = 1 — x. Derivamos
agora ambos os membros desta igualdade em ordem a x,

u=0-x" o u=-1.
Substituindo u’ por %, podemos escrever

du
< ax u

Substituimos agora as expressoes na varidvel x, no integral I, pelas correspondentes expressoes
na variavel u, de modo a obter um integral na variavel wu.

I:fx/l—xdx:[\/ﬂ(—du):f—\/ﬂdu:—f\/ﬂdu
Esta substitui¢do permitiu transformar o integral [ v/1 — xdx no integral — [ /udu que, por ser

do tipo de [ \/xdx, jd sabemos resolver,

2

—fﬁdu=—§u3/2+c.

Revertendo agora este resultado em u para a expressdo em x correspondente, temos

2
I= —5(1—x)3’2+c.

Ajustificacdo do que se fez neste exemplo é a seguinte.

1. Comegamos por substituir no integral I a expressao f(x) = v'1 —x por y/u, com
u = x—1. Chamemos g(u) a fungao obtida, isto é, g(u) = v/u; note-se que g(u) é a fun-
cao f(x) ‘disfarcada, porque sabemos que se fizermos u = 1 —x em g(u) recuperamos

f).

Capitulo 3. Integrais de funcgbes reais de varidvel real —_— Mdrio Abrantes



5. TECNICAS DE INTEGRACAO 13

2. Trocamos também dx por ! Resulta o integral

2 (u )_ fg(u)

3. Resolvendo o integral [ %d u obtemos

l[ﬂ?duzmm+c
u

(u) . Derivando G(u)

4. Sabemos, pelo significado do integral indefinido, que G'(u) =
em ordem a x, usando aregra da derivada da fungao composta, temos d G(“) =G (wu,
sendo G'(u) a derivada de G(u) em ordem a u e 1’ a derivada de u em ordem a x. Por

ser G'(u) = gl(;,”, podemos escrever

dG(u) g(u),
dx

u =g(u).

Como g(u) representa f(x), verificamos que substituindo em G(u) u pela expressao
em x correspondente, obtemos uma primitiva de f(x).

Exercicio 2. Calcular o integral I = [5xV'1 — x2dx, usando a substituicdo u = 1 — x?
Resolugao

Temos u' = % =(1-x%)'=-2x © dx= _d—”. Fazendo a substituicdo em I para obtermos um

2x
integral na varidvel u, fica

d 5 5 5
:f5x\/ﬁ—u: —x\/ﬁdu: ——\/ﬁdu:——f\/ﬁdu,
—-2Xx —-2X 2 2

cuja solucdo é

[NIY

+C =——u )2 +C.

5 5
=2 Vidu=-2
zfvﬂ =75

N|w| <

(verificar!)

Videos . 3.15, 3.16 (no anexo deste capitulo)

5.2 Primitivacao por partes

A técnica de primitivagdo por partes permite resolver alguns integrais do tipo [ f(x)g(x)dx
(nota:é errado escrever ff(x)g(x)dx = ff(x)dxfg(x)dx!!). Para comeco, sejam u e v duas
funcoes de x. Sabemos que

(uv) =u'v+uv'.

Integrando ambos os membros desta expressdo, obtemos

f(uv)’dx:fu’vdx+fuv'dx,

que pode ainda ser escrita na forma (porqué?)

uv=fu'vdx+fuv'dx.
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Podemos resolver esta igualdade em ordem a cada um dos integrais, o que da

fu'vdxz uv—fuv’dx (3.4)

fuv'dx: uv—fu'vdx. (3.5)

Estas duas féormulas podem ser usadas para resolver integrais do tipo f f(x)g(x)dx, identifi-
cando f e g com u' e v, ou com u e v', e usando o segundo membro da igualdade escolhida
para calcular o integral inicial, esperando que o integral no segundo membro seja mais simples
que o integral que pretendemos calcular. Este é, em geral, o propésito deste método.

Exemplo 7. Primitivar por partes os integrais

1. [xe*dx
2. [ersen(x)dx

3. [In(x)dx.
Resolucdo

1. [xe*dx
Seja u = x, v' = e*. Estamos a escolher a formula acima. Para escrevermos o
segundo membro precisamos de determinar u' e v. Temos u' =1, v = e*, e podemos
escrever

fxexdx:xex—fexdx=xex—ex+C.

Verificacdo: derivando xe® — e* + C, obtém-se a funcio integranda xe*.

2. I=[e*sen(x)dx
Seja u' = e*, v = sen(x). Estamos a escolher a formula acima. Para escrevermos
o segundo membro precisamos de determinar u e v'. Temos u = e*, v’ = cos(x), e
podemos escrever

szexsen(x)dx= exsen(x)—fexcos(x)dx.
O integral que aparece no segundo membro ndo é mais simples que o integral ini-
cial. Mas usamos este exemplo para mostrar a versatilidade do método, calculando
também por partes este segundo integral. Escolhemos novamente a férmula (3.4).
Seja I, = [e*cos(x)dx e u' = e*, v = cos(x). Temos u = e*, v = —sen(x). Usando a
férmula (3.4), temos
X N X
fe cos(x)dx=e cos(x)+fe sen(x)dx.
Subsituindo o segundo membro desta expressdo na expressdo do integral I, temos

I=fexsen(x)dx: e*sen(x) — (excos(x) +fexsen(x)dx)

=e*sen(x) —e*cos(x) —fexsen(x)dx.
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Passando o integral do segundo para o primeiro membro, fica
fexsen(x)dx + f ersen(x)dx = e*sen(x)—e*cos(x)
o Zf e*sen(x)dx = e*sen(x) —e*cos(x)

e por fim

f ersen(x)dx =

(e*sen(x) - e*cos(x)) + C.

DN~

Verificagao: derivando 3 (e*sen(x) — e*cos(x)), obtém-se a fungdo integranda e sen(x).

3. [In(x)dx
Como In(x) = 1.In(x), podemos fazer 1’ = 1, v = In(x). Estamos a escolher a formula
(3.4) acima. Para escrevermos o segundo membro precisamos de determinar u e v'.
1

Temos u = x, v’ = <, e podemos escrever

fln(x)dx:xln(x)—fxédx:xln(x)—fldx:xln(x)—x+C.

Verificacdo: derivando xIn(x) — x + C, obtém-se a funcao integranda [n(x).

Videos . 3.17, 3.18 (no anexo deste capitulo)

5.3 Integrais que nao sao funcoes elementares

Ha4 funcbes cujo integral ndo corresponde a uma funcdo elementar, i.e., ndo se pode escre-
ver como um numero finito de somas, subtracc¢des, multiplicacoes, divisdes, ou composicoes,
sobre funcdes polinomiais, fungées exponenciais, funcdes logaritmicas, ou funcdes trigono-
métricas directas, ou inversas. Isto significa que ndo conseguimos integrar funcoes deste tipo,
nem por substituicdo nem por partes, por muito que tentemos fazé-lo com éxito. Alguns exem-
plos de integrais deste tipo sdo

2 X
fsen(xz)dx, fcos(xz)dx, f L dx, fe_x /de, fln(ln(x))dx, fe—dx.
In(x) X

6 Integrais improprios

Consideremos o problema de calcular a drea da regido delimitada pelo grafico da fungédo
f(x) = 1/x? e 0 eixo das abcissas, no intervalo [1, b], com b > 1 (figura21). Obtém-se

b b
f 1/x*dx=-1/x = ~1/b+1.
1

Se b =2, por exemplo, o valor dadreaé —1/2+1=1/2,se b=5ovalordadreaé —1/5+1=4/5,
etc.
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1
flx)= 7

1

Figura 21 Figura 22

Tem interesse averiguar como evolui o valor da drea se formos aumentando b. Em particular,
serd finita ou infinita a drea obtida quando b tende para +o0o? A regido correspondente esta
sombreada na figura[22]e o seu valor é dado pelo limite

b
lim 1/x*dx= lim (-=1/b+1)=1.
b—+o00J1 b—+00

Este resultado é curioso porque significa que a regido definida pelo gréafico da funcao e o eixo
dos xx, no intervalo [1, +oo[, apesar de ilimitada, tem area finita. Podemos expressar a opera-
¢do de limite seguida de integral

b
lim 1/x%dx
b—+00J1

+00
f 1/x%dx.
1

Este é um exemplo de um integral improprio de 1% espécie. Vale a seguinte definicao.

na forma mais compacta

Defini¢do 4. Um integral |, f f(x)dx diz-se integral improéprio de 12 espécie, se b = +oo, ou
a = —oo, ou ambas.

Figura 23
Figura 24

Consideremos agora o problema de calcular a drea da regidao delimitada pelo grafico da funcao
fx)=1/ x% e o eixo das abcissas, no intervalo [—1,1] (ﬁgura. Se para tal usarmos ‘despreo-
cupadamente’ um integral definido, como fizemos em exemplos anteriores, obtemos

1 1
f 1/x%dx=-1/x == U ED) =-1-1=-2,
_1 -

Capitulo 3. Integrais de funcgbes reais de varidvel real —_— Mdrio Abrantes



6. INTEGRAIS IMPROPRIOS 17

Mas este ndo € o resultado que esperdvamos, uma vez que a regido envolvida ndo tem partes
abaixo do eixo das abcissas, o que significa que o valor do integral deveria ser positivo. O pro-
blema com este resultado, que utiliza o teorema fundamental do célculo (teorema pg. , é
que este teorema supde que a funcdo integranda € limitada no intervalo de integracdo, o que
nao acontece com a funcao 1/ x% no intervalo [-1, 1], dado que esta tem uma assintota vertical
no ponto x =0.

Como calcular o valor duma drea numa situacao deste tipo? Uma forma de o fazer estd sugerida
na figura[24] Vamos calcular a drea respeitante ao intervalo [0,1] e depois, dado a funcao ser
par, multiplicar por 2 o valor da drea obtido. Como o ponto x = 0 é um ponto em que a funcéo é
ilimitada, em vez de calcularmos a integral fol 1/x%dx, calculamos a integral [, bl 1/x%dx, sendo
que b é um valor um pouco maior que zero:

1 1
f Vadx=-1/x| =-1+1/b.
b b
Fazendo agora b tender para zero obtém-se:

1

lim | 1/x*dx=lim (-1+1/b) = +oo,
b—0+Jp b—0*

o que é bem diferente do valor negativo obtido acima. Um integral em que a funcdo é ilimitada
em algum ponto do intervalo de integracao, diz-se integral improprio de 24 espécie. Valem as
seguintes definicoes.

Defini¢do 5. Um integral | ub f(x)dx diz-se integral impréprio de 22 espécie, se f(x) é ilimitada
em algum ponto do intervalo [a,b]. Um integral [ f f(x)dx diz-se integral impréprio de 32
espécie, se é simultaneamente de 12 espécie e de 22 espécie.

Exercicio 3. Calcular o integral fol \/Lidx.

Resolugdo
O integral é de 22 espécie, uma vez que \/L} é ilimitada no ponto x = 0. Temos

1 1 1 1
f —dx = Ilim xY2dx = lim (le/z)) =lim (2—2b“2) = 2.
0 X b—0+Jp b—0* b b—0+
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Anexo: Videos

Primitivacao, Integral Indefinido

Integral indefi-
nido: notagao
[03:22]

Integral indef.,
exercicios 1:
[10:24]

Exercicios - 1
[09:40]

Integral indef.,
exercicios 2:
[14:05]

[05:35]

Integral indef.,
exercicios 3:
[14:11]

Exercicios - 2

Expressbes inte-
grais e diferenciais
[05:32]

Integral indef.,
exercicios 4:
[11:04]

Tabela de integrais
[15:43]

Integral definido, Calculo de areas, Teorema Fundamental do Calculo

3.10
% 3
-

Integral definido,
exercicios - 1
[15:19]

Integral definido,
exercicios - 2
[08:42]

Céalculo de areas
[05:37]

18

Integral de Rie-
mann [06:21]

3.14

g

Funda-

Teorema
mental do Célculo
[08:41]



https://www.youtube.com/watch?v=H_XlrUEMrOo
https://www.youtube.com/watch?v=DjfmeBncQ3M
https://www.youtube.com/watch?v=XWV7JB_CL9I
https://www.youtube.com/watch?v=16TP3J_KuZ4
https://www.youtube.com/watch?v=mgM0L5eEI-k
https://www.youtube.com/watch?v=QA5FRP7K1R0
https://www.youtube.com/watch?v=gOf3brguKvI
https://www.youtube.com/watch?v=I3kpwWqjotQ
https://www.youtube.com/watch?v=QP1rHr-M0M8
https://www.youtube.com/watch?v=-T_LZ8z20E0
https://www.youtube.com/watch?v=L0zjaaq_VDc
https://www.youtube.com/watch?v=-kUY10rSmrA
https://www.youtube.com/watch?v=Ak4vfr2xon0
https://www.youtube.com/watch?v=eiLz7Sc6D4o
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19

Integracao por Substituicao e por Partes

Integracao
substituicao
[09:55]

por
1

Integracao
substituicao
(08:27]

por
2

Capitulo 3. Integrais de funcgbes reais de varidvel real

Integracao por
partes - 1 [13:14]

Integracao
partes - 2 [05:04]
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https://www.youtube.com/watch?v=90SIbSMfASQ
https://www.youtube.com/watch?v=ibngHyozORY&t=45s
https://www.youtube.com/watch?v=W4_JoZ2B6Xc
https://www.youtube.com/watch?v=LX-EmTsKtGY
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