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Capitulo 2

Funcoes Reais de Variavel Real

1 Nocoes elementares

1.1 Definicao de funcao

Uma funcgio representa uma relacdo entre grandezas numéricas. As fungoes que vamos estudar
neste capitulo relacionam apenas duas grandezas numérias, sejam elas x e y, e escrevem-se
geralmente da forma y = f(x). Esta expressdo deve ser lida da seguinte forma (figural[T):

- f é adesignacdo (o nome) da funcio, sendo x e y as designacoes das grandezas que
a funcao relaciona. Podem usar-se quaisquer outras letras, ou sequéncias de letras,
para os nomes da funcdo e das grandezas relacionadas;

- x representa cada elemento de um conjunto de valores que conhecemos. Designa-
se por varidvel independente, uma vez que o seu valor pode ser escolhido livremente
nesse conjunto de nimeros;

- y representa o valor assumido pela expressao f(x). Designa-se por varidvel depen-
dente, uma vez que o seu valor ndo pode ser escolhido livremente, dependendo do
valor de x e da férmula y = f(x). A cada valor de x corresponde um sé6 valor de y.

Se x s6 pode assumir valores reais, a funcdo diz-se de varidvel real. Se y também sé assumir
valores reais, a funcao diz-se real. Em resumo, uma func¢do y = f(x) em que tanto y quanto x
tomam apenas valores reais, diz-se fungdo real de vardvel real.

X —> f —> y=1f(x)

Figura 1: Uma func@o pode ser vista como uma méquina que recebe x e produz f(x).

Video . 2.1 (no anexo deste capitulo)

Exemplo 1.

1. O termémetro representado na figura[2} relaciona a temperatura ambiente T com a
altura h de uma coluna de merctrio. A escala na esquerda do termémetro representa
a temperatura em graus Celsius (°C), usada na Europa; a escala na direita representa
a temperatura em graus Fahrenheit (°F), usada nos Estados Unidos da América. A
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1. NOCOES ELEMENTARES 5

temperatura y, em graus Fahrenheit, e a temperatura x, em graus Celsius, relacionam-
se por meio da funcio,

y=1.8x+32.

Por exemplo, a x = 20 graus Celsius correspondem y = 68 graus Fahrenheit.

2. Adistancia d, em quilémetros, percorrida por um automoével, e o tempo ¢ de duragdo
de uma viagem, em horas, relacionam-se por uma fungdo que tem a representacao
genérica d = f(t). Se o automével se desloca a velocidade constante de 50km/h, a
funcdo que relaciona a distancia percorrida, d, com duracdo do percurso, ¢, é dada
por

d =50t.

Se a duracdo da viagem for de ¢ = 1.5 horas, a distancia percorrida é d =50 x 1.5 =75
quilémetros. Se suposermos que o automével, quando inicia uma viagem a veloci-
dade constante de 50km/h, se encontra ja a distancia de 80km do local L realtiva-
mente ao qual se mede a distancia d, obtemos a seguinte fun¢do para d em funcio
do tempo de viagem, ¢

d =501+ 80.

Uma hora depois de iniciada a viagem, a distancia a que o automével se encontra do
local Lé d =50x%1+80=130km.

3. Seja g = f(p) afuncio relaciona o niimero de unidades vendidas, g, de um certo pro-
duto, com o preco de mercado p de cada unidade desse produto. Quanto menor for
o preco de cada unidade, maior tende a ser o niimero de unidades vendidas, porque
o que é mais barato vende geralmente mais. Uma fungao deste tipo designa-se por
funcgdo de procura do produto. Suponhamos que se tem

g =400-3p.

Esta funcao diz-nos que se o preco por unidade do produto for p = 4€, entao
g =400 -3 x 4 = 388, o que significa que sdo vendidas 388 unidades do produto.

Figura 2: Termdémetro de mercﬁrio[]

Podemos agora estabelecer uma ideia mais formal de funcao, que vai ser 1til no nosso estudo.
Uma funcao y = f(x) é definida por trés entidades:

L(https://play.google.com/store/apps/details?id=com.bti.tempMeter).

Capitulo 2. Fungodes Reais de Varidvel Real —_— Madrio Abrantes



6 1. NOGCOES ELEMENTARES

1. o conjunto A de valores que a varidvel independente x pode assumir, designado por
dominio da fun¢do. Os elementos do dominio designam-se por objectos da funcio.
No caso da fung¢do no ponto 1 do exemplo anterior, o dominio é o conjunto das tem-
peraturas ambiente possiveis. Por exemplo, pode ser razoadvel, num dado local, tomar
como dominio o conjunto [-5,35] (graus Celsius);

2. um conjunto B que contém todos os valores que a varidvel dependente y pode as-
sumir (podendo conter outros elementos), designado por contradominio da funcao.
Imagem de uma funcdo, é o conjunto dos valores efectivamente assumidos pela fun-
¢ao;

3. uma regra que exprime o modo como cada valor de x é feito corresponder a sua ima-
gem y (em geral esta regra é descrita por meio de uma equagao).

Para se indicar que uma funcao f tem por dominio o conjunto A e por contradominio o con-
junto B, escreve-se f: A— B.

Exemplo 2.

1. A funcdo que exprime a distancia de um veiculo ao ponto de inicio de uma viagem
(ponto 2. do exemplo|[1), d = 50¢ + 80, pode ser definida da forma

d:Rg5 — [80,+00[, d(r)=50r+80.

Esta funcdo é um modelo matemdtico do movimento do veiculo. Podemos usd-la para
conhecer, em qualquer instante ¢, a posicdo do veiculo relativamente ao ponto de
partida. Mas néo € o tinico modelo possivel. Podemos estar interessados em conhe-
cer a posicdo do veiculo apenas durante as primeiras 24 do seu movimento, que é
dada pela funcao

d:[0,2] —[80,180], d(t)=50¢t+80.
2. A funcao que exprime o volume v de uma esfera em func¢do do seu raio r é
4
v:Ry =Ry, v(n)= gnrs.

3. A relacdo definida no esquema da figura 3| ndo representa uma fungéo de A em B,
porque ao elemento 1 no conjunto A corresponde, por f, mais do que um elemento
em B. Certos autores designam relacées deste tipo por fungées plurivocas (um objecto
pode ter vérias imagens). No nosso estudo usamos o termo funcdo para referir uma
relacdo univoca do dominio para o contradominio.

A B
f
1 a
:)Ib
2
(o}
3 d

Figura 3: f define uma relacdo entre conjuntos que nao é univoca de A para B.

Capitulo 2. Fungodes Reais de Varidvel Real —_— Madrio Abrantes



1. NOCOES ELEMENTARES 7

E importante salientar que, ao definir-se uma variavel y como funcéo de outra variavel x, tal
como aqui o fazemos, é entendido que a cada valor do dominio assumido pela variavel x cor-
responde um s6 valor do contradominio assumido pela variavel y.

Dada uma funcido y = f(x) definida num intervalo I de nimeros reais, se para quaisquer dois
valores a, b € I se verifica:

e x<y= f(x) < f(y), entdo diz-se que a funcao f é crescente no intervalo I;

e x<y= f(x)> f(y), entdo diz-se que a funcao f é decrescente no intervalo I;

* x<y= f(x) < f(y), entdo diz-se que a funcido f é ndo decrescente no intervalo I;

* x<y= f(x)= f(y), entdo diz-se que a funcio f é ndo crescenteno intervalo I.
A funcéo f diz-se mondtona se é de algum dos 4 tipos anteriores.

Exemplo 3. A funcao representada na figura[4} é crescente no intervalo (a, b) e no intervalo
(c,d); é nao decrescente no intervalo (a, c); é decrescente no intervalo (d, e).

Figura 4

Exemplo 4. A fungao f: R— R}, f(x) = /x é crescente em todo o seu dominio porque

a<b=a<Vh.

1.2 Grafico de uma funcao

Grdfico de uma fung¢do y = f(x) é o conjunto de todos os pares ordenados (x, f(x)), x € Dy,
sendo Dy o dominio da fungdo. O gréfico de uma func@o real de variavel real € pois um con-
junto de pares de niimeros reais, embora normalmente se designe também por gréifico da fun-
¢do qualquer representacdo deste conjunto de pontos num referencial cartesiano.

Exemplo 5. O gréfico da funcéo f(x) = x? é o conjunto que contém, entre outros, os elementos
(x, y) seguintes: (1,1), (-3,9), (0.1,0.01), isto é, pares ordenados da forma (x, x?), com x € R.

Uma funcao f: A— B diz-se

e Injectiva, se cada elemento y € B é imagem de apenas um elemento de x € A. A fun-
cdo representada na ﬁgurane’io é injectivaE]

* Sobrejectiva, se cada elemento y € B é imagem de algum elemento do dominio A.
Dito de outra forma, f é sobrejectiva se a imagem de f e o contradominio de f sao
conjuntos iguais. A fungéo representada na figura[5|nao ¢ sobrejectiva porque o ele-
mento b (por exemplo) do contradominio nao pertence a imagem da funcao. A fun-
cao representada na figura[6|é sobrejectiva;

2Nio confundir a definicéo de fungdo injectiva com a defini¢do de funcdo univoca (ver ponto 3 do exemplo.

Capitulo 2. Fungodes Reais de Varidvel Real —_— Madrio Abrantes



8 1. NOGCOES ELEMENTARES

* Bijectiva, se é injectiva e sobrejectiva (ver figura[6).

o o T

Figura 5: f ndo € injectiva porque os objectos 1 e 2 tém a
mesma imagem, i.e., f(1) = f(2) = a.

Figura 6: f é bijectiva.

Exemplo 6.

1. Afungdo f:R— RS, f(x) = x2, representada na ﬁgura ndo é injectiva, porque o seu
dominio possui elementos diferentes que tém a mesma imagem. Por exemplo, x = -2
e x = 2 pertencem ao dominio da funcao, e f(-2) = (-2)2=4= f@2).

2. Afungao f:Rj — R{, f(x) = x2, representada na ﬁgura é injectiva, porque o seu
dominio ndo possui elementos diferentes que tenham a mesma imagem.

As funcgoes sdo ambas sobrejectivas

f(x)=x>
f(x) = x>

Figura 7: f:R— Ry, f(x) = x2. Figura8: f:R} —RY, f(x) = x2.

Exemplo 7. A fun¢do f:N— R', f(x) =In(x), ndo € sobrejectiva (ﬁgura@), porque o seu con-
tradominio possui elementos que nédo sao imagem de algum elemento do dominio. Por exem-
plo, nenhum dos valores do intervalo (ln(2),ln(3)) pertence a imagem da funcao.

Figura9: f:N— Ry, f(x) = In(x).

Videos . 2.2 a 2.7 (no anexo deste capitulo)

Capitulo 2. Fungodes Reais de Varidvel Real —_— Madrio Abrantes



1. NOCOES ELEMENTARES 9

1.3 Classificacao das funcoes quanto a sua representacao analitica
As fung¢oes admitem uma classificacdo quanto a sua representagdo analitica, i.e., quanto ao
tipo de expressdo matematica f(x) que lhes corresponde.

1. Funcgédes algébricas: sdo representadas por expressoes algébricas numa dada variavel,
ou seja, expressoes envolvendo um ntmero finito de adi¢Ges, subtrac¢des, multipli-
cacdes, divisoes e extraccdes de raiz. As funcoes algébricas podem ser de dois tipos:

(a) Racionais: nas operacoes com raizes, os radicandos ndo contém a varidvel
x. As funcdes racionais podem ainda classificar-se como:

* fungoes inteiras (ou polindmios)
3
y:2x3—3x+2 y=\/§x5—1x3 y=3;

* funcoes fracciondrias (divisdes de polinémios): esta classe de fun-
¢oes contém as funcdes inteiras;

y:x4_3x+2 y:i y:L
X2 +2x x-3
(b) Irracionais: nas operacoes com raizes, ha radicandos que contém a varidvel
X.
y:l—e/} y:l_—x y:]_—xi_
2+v1-x

2. Funcgoes transcendentes: sdo as funcodes que nao sao algébricas.

y=e* y=Inx) y=sen(x).

1.4 Operacoes sobre funcoes

Operacoes racionais.

Sejam f e g duas fungdes quaisquer, de dominios Dy e Dg e contradominios CDf e CDyg.
Definem-se as operagdes de adicdo, subtraccao, multiplicagdo e divisao destas duas funcoes
do modo seguinte.

* Adicdo / Subtraccdo: (f + g)(x) = f(x) £ g(x), D(f+g)=DyrnN Dyg.
* Multiplicagdo: (f-g)(x) = f(x)-g(x), D(t.¢y=DfnNDyg.
* Divisdo: (f/g)(x) = f(x)/g(x), Dr1g =(Drn Dg)\{zeros de g(x)}.

Exemplo 8. Para as funcoes
fiR—RS, flx)=x*
g:R—Ry, gx)=vx
temos
* (f+X)=x*+V%, D(ig=RNR{=R;.
o (f-8)0)=x*/x=x"% Di.g=RNR; =R{.
s (f19)x)=x*1V/x=x% Dig=RNRH\{0}=R".

Video . 2.8 (no anexo deste capitulo)

Capitulo 2. Fungodes Reais de Varidvel Real —_— Madrio Abrantes



10 1. NOGCOES ELEMENTARES

Funcao composta
Sejam f: A— Be g:B — C duas fun¢des. Define-se a funcao (go f)(x), que se l1é “fun¢do
compostade f com g” ou “g ap6s f”, da forma

(of):A—=C, (goH)=g(f(x).

Exemplo 9. Afigura[l0representa a composigao (go f)(x) de duas fungdes f e g. Pode observar-
se que

f@=2 g@2=3,
e por isso

(geN@=g(f@) =g =3.

1

2 2
3 3
4 4

(@]

Figura 10: Funcao composta.

Para podermos definir a funcdo composta de f com g, ndo é necessdrio que a imagem de
f e o dominio de g sejam iguais, bastando que a primeira esteja contido no segundo, i.e.
Imagemy c Dg.

Exercicio 1. Calcular (go f)(1) usando os dados da figura[10}

Exemplo 10. Dadas as fungdes f:R—R, f(x) =2x*-x+1leg: Ry — Ry, g(x) = /x, podemos
escrever a funcdo composta de g com f

(fog)) =f(gx)=2(vx)* - Vx+1=2x-Vx+1, Dfog =R},

e podemos também escrever a funcao composta de f com g

(o N =g(f0)=V2x2-x+1.

Verificamos assim que, em geral, setem fog # go f.

Podemos compor um niimero qualquer de fungdes.

Capitulo 2. Fungodes Reais de Varidvel Real —_— Madrio Abrantes



1. NOCOES ELEMENTARES 11

Exemplo 11. Considerar as func¢ées f(x) = 2x2+1, g(x) =3x e h(x) = y/x. Temos
(fogoh)(x)=(fo(gom)(x) = f(g(h(x)).
Como g(h(x)) =3v/x, fica f (g(h(x))) =2@vx)*+1=18x+1.
A operacdo de composicao goza da propriedade associativa, i.e.
(fo(gom)(x)=((fog)oh)(x).

Vamos verificar esta propriedade com as funcdes do exemplo anterior. Ja calculdmos a expres-
sd0 no primeiro membro, (f o (go h))(x). A expressdo no segundo membro é ((fo g)o h)(x) =
((18x* + 1) o h)(x) = 18x + 1.

Videos . 2.9a2.11 (no anexo deste capitulo)

Funcao inversa

Seja f : A — B uma funcdo bijectiva. Diz-se fungdo inversa de f, e escreve-se f~!, a funcdo
f~!:B — Atal que, para todo elemento y € B se tem f~!(y) = x, sendo y = f(x), i.e. (ﬁguras
e[l2)

fepm=xe (fof Hy=y.

Figura 11: f é afunc@o inversa de f’l. Figura 12: f‘1 é afuncao inversa de f.
Exemplo 12. A funcdo f: R} — Ry, f(x) = x?, representada na ﬁgura pg. [7} é uma funcao
bijectiva. A funcdo inversa de f, f~!, determina-se da seguinte forma:

1. Resolver em ordem a x a equagédo y = x?, x = 0. Obtém-se x = \/;

2. Trocar as letras ‘x” e ‘y’ nesta equacdo. Obtém-se y = /x. Esta troca serve apenas
para escrever a férmula na forma habitual (x é a varidvel independente e y a varidvel
dependente);

3. Afuncdoinversa é f1: Ry — RS, f71(x) = V/x.

Exemplo 13. A funcdo f:R" — R, f(x) = In(x), é uma funcao bijectiva. A sua fun¢éo inversa
determina-se da seguinte forma:

1. Resolver em ordem a x a equagdo y =In(x). Obtém-se x = e”;
2. Trocar as letras ‘x’ e ‘y’ nesta equacdo. Obtém-se y = e*;

3. Afungdoinversa é f~1:R—R*, f~1(x) = e”.

Videos . 2.12a2.15 (no anexo deste capitulo)

Capitulo 2. Fungodes Reais de Varidvel Real —_— Madrio Abrantes
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1.5 Funcoes elementares

A grande parte das fun¢des que vamos encontrar no nosso curso sao fungoes elementares. Uma
funcdo diz-se elementar se é alguma das seguintes funcoes:

uma constante

uma poténcia

uma exponencial

um logaritmo

uma funcdo trigonométrica directa

uma funcdo trigonomérica inversa

uma combinacao de func¢ées dos tipos acima referidos, usando um niimero finito de
operacoes racionais +, —, x, + e de composi¢do de funcoes.

Segue-se uma descricdo destas funcoes.

Funcoes constantes

fx)=c, ceR
Df=R Imagem ¢ = {c}
Exemplos: f(x)=-2  f(x)=nx

Funcoes poténcia
fx)y=x", reRr
Dy,Imagem;:dependem de r
Exemplos: f(x) = x°
(figuras [14], [15], [L6], [17]
f(x)=x® f(x)=x>

f(x)=c

Figura 13: Funcao constante f(x) =c.

f@=Vx fo=x*!

7 \
f(x)=x / f(x)=x’

Figura 14: Dy = R, Imagemf =R}

Capitulo 2. Fungodes Reais de Varidvel Real

Figura 15: D¢ =R, Imagemy =R.
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1. NOGCOES ELEMENTARES 13

f(x)=4x f(x)=¥x

F(x) =x f00=3x

Figura 16: D =R{, Imagem ¢ = R;. Figura 17: Dy =R, Imagem = R.

Funcodes exponenciais

fx)=a*, a>0, a#l

Df=R Imagem, =R"

Exemplos: f(x)=e* f(x)=2% f(x)=0.5"
(figuras [18], [19)

L7
s | \ £(x) = 2"

——— e

Figura 19: D s =R, Imagem r = R™.
Figura 18: Dy = R, Imagem s =R*. 8 ! gemy

Funcoes logaritmicas

fx)=log,(x), a>0, a#l

Dy =R" Imagem, =R

Exemplos: f(x) =In(x) f(x)=1logos(x) [f(x)=logy(x)
(figuras [20], 21

Capitulo 2. Fungodes Reais de Varidvel Real —_— Medrio Abrantes
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£(x) = In(x)

f(x) =log;((x)

Figura 20: Dy = R™, Imagemf = R.

Funcdes trigonométricas directas

Fun¢des seno e co-seno

f(x) =sen(x)

f(x) =log5(x)

!

-

f(x) = logg g(x)

A

Figura21: Dy = R", Imagem = R.

f(x)=cos(x)

Df:[R Imagemf: [-1,1]
(tiguras 22, 23, (29,

f(x) = sen(x)

£\ A

WA

f(x) = cos(x)

VA \

Figura 22: Df =R, Imagemf =[-1,1].

f(x) = cos(x) f(x)=sen(x)

™~

AN
X/

Figura 24

Funcdo tangente

Capitulo 2. Fungodes Reais de Varidvel Real

AV VAN

Figura 23: Df =R, Imagemf =[-1,1].

f(x) = sen(x) f(x)= sen(%)

/

" : \
X \7\

Figura 25

Mario Abrantes
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[

£0x) = tg(x)
sen(x) : /
=1t = : 2
fx) = tan(x) cos(x) " 2 }
D=R\lxeR:x=2k+17 keZ) Y 5
Imagem ;=R
Figura 26

Definem-se ainda as seguintes fungdes directas:

cos(x)

Co-tangente: cot(x) =
& %) sen(x)

Secante: sec(x) =
cos(x)

Co-secante: csc(x) =
sen(x)

Funcdes trigonométricas inversas

As fung¢des trigonométricas nfo admitem fung¢gdes inversas, porque

ndo sfo injectivas. No entanto, considerando apenas intervalos dos
dominios nos quais a fungdes sejam bijectivas, pode obter-se, nesses
intervalos, inversas das fung¢Bes. Apresentam-se a seguir alguns
casos.

Funcdo arco seno

SRS

i f(x)=arcsen(x)

y=arcsen(x) ou y= sen_l(x) ;

T n] 1
2’2

I
2

Dy =[-1,1] Imagemy =

Figura 27

Funcdo arco co-seno
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f(x) = arccos(x)

y=arccos(x) ou y=cos_1(x)

Dy=[-1,1] Imagem, = [0,7]

Figura 28
Funcdo arco tangente
f(x) = arctg(x)

y=arctan(x) ou y:mn_l(x) 2
T 7
Dy = [-00,00] Imagemy: -, =
2 2

______________________________________ s
Figura 29

Definem-se ainda as seguintes fungdes inversas:

Arco co-tangente: arccot(x)
Arco secante: arcsec(x)

Arco co-secante: arccsc(x)

Video . 2.16 (no anexo deste capitulo)

2 Sequéncias numeéricas

2.1 Vizinhanca de um nimero real

Consideremos um nuamero real a e um nimero real positivo €. A inequacao |x—al < ¢ é sa-
tisfeita pelos valores de x correspondentes ao intervalo aberto centrado em a e de raio igual a
€:

|[x—al<e © —e<x—a<e

< a—-e<x<a+e.

Capitulo 2. Fungodes Reais de Varidvel Real —_— Madrio Abrantes
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Um intervalo deste tipo diz-se vizinhangae do niimero a (figura[30).

a-g a ate
| | |
I I 1

Figura 30

Exemplo 14. A vizinhanca 0.1 do ntimero 2, corresponde ao conjunto de pontos do intervalo
(2-0.1,2+0.1) = (1.9,2.1). Uma vizinhanca definida por um intervalo aberto, como neste
caso, costuma designar-se por vizinhanca aberta (diz-se vizinhanga fechada, se o intervalo for
fechado).

2.2 Definicdo de sequéncia numérica

Uma sequéncia (ou sucessdo) de nimeros reais é uma fila infinita de ntimeros reais separados
por virgulas, gerados segundo uma certa regra. Por exemplo,

Cada um dos numeros designa-se por termo da sequéncia. O termo 1/n designa-se por termo
geral da sequéncia. Substituindo sucessivamente neste termo a variavel n pelos inteiros posi-
tivos 1,2, 3, -+, obtém-se os termos nas posicdes correspondentes.

Uma sequéncia numérica representa-se da forma ( un)neN, ou simplesmente (1), e pode ser
encarada como uma funcdo de dominio N e contradominio R. Pode usar-se qualquer outra
letra no lugar de u.

Exemplo 15. Algumas sequéncias numéricas.

1 () (1) 1 11
.U =|l—: y Ty Ty T o
n n? 49 n2
5 (1) (1) 1 11 1
. \V =l—]: T Ty T "y T
"\ 2n 2°4" 8 2n
3. (wy) = ((-D"): -L 1, -1, (=D", -
4. (Xn):(l) 1) ]-) 1)"')1!“.
5. ( )—(1+1 : 21+1 1+1 1+1
. yn - n . ’ 2) 3) ’ n!
6. (Zn):n: 2) 1)2;3)47;”"”'!.“

Uma sequéncia numérica (u,) diz-se:

* limitada, se existem dois nameros reais a, b tais que a < u, < b para qualquer valor
de n, i.e., todos os elementos da sequéncia pertencem ao intervalo [a, b];

* limitada superiormente, se existe um nimero real b tal que u,, < b para qualquer valor
de n, i.e., todos os elementos da sequéncia sao inferiores, ou quando muito iguais a
b;

* limitada inferiormente, se existe um numero real a tal que a < u, para qualquer valor
de n, i.e., todos os elementos da sequéncia sdo maiores, ou ,no minimo, iguais a a.

Capitulo 2. Fungodes Reais de Varidvel Real —_— Madrio Abrantes
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Exemplo 16.

1. A sequéncia

(u)_(l)‘lll 1
n_n2-74’9) )nz)

é limitada, dado que para todo n € N se tem

1
— =<1

0=s—=
n2

2. Asequéncia

(up) =@2n): 2,4,6,---,2n, -

é apenas limitada inferiormente, dado que para todo n € N se tem

2<2n.

3. Asequéncia

(ul’l) = (_2n) _27 _47 _6) T _zn) e

é apenas limitada superiormente, dado que para todo n € N se tem

-2n<-2.

Uma sequéncia numérica (u,) diz-se:
e crescente,se U1 <Up < U3 <--Up<---;
e decrescente, se Uy > Uy > Uz > Uy > -}
* ndo decrescente,Se U S Up S U3 < - Up <+-+;
* ndo crescente,Se Uy = Up Z U3 = Up = +++;

* monotona, se é de algum dos 4 tipos anteriores.

Exemplo 17.

1. Asequéncia 1l do exemploé decrescente, dado que 1 > i

1 DY

>9

2. A sequéncia 2 do exemplo[16]é crescente, dado que2 <4 <6 ---.

3. Asequéncia
1,1,2,2,3,3, -

é ndo decrescente,dadoque 1 <1<2<2<3<3:--

Capitulo 2. Fungodes Reais de Varidvel Real —_— Madrio Abrantes
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2.3 Limite de uma sequéncia numérica

Definicdo 1. Diz-se que uma sequéncia (u,) de nimero reais converge, ou tende, para o nd-
mero real L, ou ainda que tem limiteigual a L, e escreve-se

limu,=1L,
n—+oo

se, e somente se, dado qualquer intervalo centrado em L, ]L —¢, L + €[ (figura , com e >0,
existe uma ordem ny tal que para todos os valores de n > ng, se tem u, €]L—¢€,L+e€|.

Dito de forma equivalente, qualquer intervalo de didmetro 2¢, centrado em L, contém uma
quantidade infinita de elementos da sequéncia (u,), ficando fora do intervalo uma quantidade
finita de elementos.

Figura 31: Intervalo aberto de raio €, centrado em L.

Uma sequéncia que tem limite diz-se convergente. Uma sequéncia que ndo tem limite diz-se
divergente.

Exemplo 18. A sequéncia de termo geral u, = % tem limite igual a zero quando n tende para
infinito, e escreve-se
1
lim —=0
n—+oon

Por exemplo, se € = 0.001, pode verificar-se que a partir da ordem n = 1001,

u1001 = 1/1001, todos os termos seguintes tomam valores pertencentes ao intervalo (—€,€) =
(—0.001,0.001), centrado no ponto zero. Existe uma quantidade finita de elementos da sequén-
cia fora deste intervalo e uma quantidade infinita de elementos da sequéncia dentro do inter-
valo.

Limites infinitos
Dada uma sequéncia de ntimeros reais (u,), escreve-se

lim u, = +oo, (2.1)
n—+oo

se para todo o nimero k positivo existe uma ordem ng € N tal que, para n > ng, se tem u, >
k. Nao interessando quao grande seja o valor de k, hd uma quantidade finita de termos da
sequéncia que sao menores que k e uma quantidade infinita de termos da sequéncia que sao
maiores que k (figura32). De modo analogo se define

lim u, = —oo.
n-=+oco

quantidade infinita de elementos de (u,)

~ N
0 k
)

quantidade finita de elementos de (u,,)

Figura 32: Para qualquer k > 0, se u; — +oo, entdo hd uma quantidade finita de termos de (u;) menores que k e
uma quantidade infinita de termos da sequéncia maiores que k.
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Exemplo 19. Dada a sequéncia de termo geral u,, =2n

2n):2,4,6,---,2n, -
se fizermos k = 1000 verificamos que a partir do elemento 1509 = 2x500 = 1000, todos os termos
da sequéncia sdo maiores que k. Existe uma quantidade finita de elementos menores que k =
1000 e uma quantidade infinita de elementos maiores que k = 1000. Este argumento é valido

qualquer que seja o valor k € R* escolhido. Por isso podemos escrever

lim u, = +oo. 2.2)
n—+oo

Deve notar-se que nao é correcto dizer que (u,) tem limite infinito, porque o limite quando
existe é um niimero real. Esta sequéncia ndo tem limite, é uma sequéncia divergente. A expres-
sdo (2.2) diz-nos apenas de que forma diverge a sequéncia.

Videos . 2.8 (no anexo deste capitulo)

Alguns teoremas sobre limites de sequéncias numéricas

Cada um dos teoremas seguintes enuncia um resultado importante sobre limites de sequén-
cias numéricas.

O resultado seguinte afirma que o limite de uma sequéncia numérica (quando existe) é tinico.
Teorema 1. (unicidade do limite) Se limu,, = aelimu, = b, entdo a = b.

O resultado seguinte afirma que se uma sequéncia é convergente, entdo toda a sequéncia que
se obtém desta considerando apenas uma parte dos seus infinitos elementos, mas nao todos,
mantendo a ordem entre estes, converge para o mesmo limite.

Teorema 2. Se lim u,, = a, entdo toda a subsequéncia de (u,) converge para a.

O resultado seguinte afirma que se uma sequéncia é convergente, entio todos os seus elemen-
tos estdo contidos num intervalo da forma [c, d], com ¢,d € R.

Teorema 3. Toda a sequéncia numérica convergente € limitada.
A reciproca do teorema [3| € falsa, i.e., uma sequéncia numérica pode ser limitada e nao ter
limite. Por exemplo, a sequéncia 1,0,1,0,--- é limitada, visto que todos os seus termos perten-

cem ao intervalo [0, 1], mas ndo tem limite (porqué?).

Teorema 4. Toda a sequéncia numérica monoétona e limitada é convergente.

Video . 2.17 (no anexo deste capitulo)
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3 Funcoes continuas

3.1 Limite de uma funcao

Definicao 2. Diz-se que uma funcao real de varidvel real, f(x), converge (ou tende) para o nu-
mero real L, ou ainda que tem limiteigual a L, quando x tende para a, e escreve-se

fCL ngf () =1L,
se, e somente se, dada qualquer sequéncia de valores de x convergente para a
X1, X2, X3, **+, Xpy ©+ — @
a sequéncia de imagens por f que lhe corresponde converge para L,
fx), f(x2), f(xs), -+, flxn), -+ — L.

Exemplo 20. A igualdade linZ\/E = 2, significa que quanto mais préximo o valor de x estiver
X—

de 4, mais préximo de 2 estd o valor de v/x. Podemos dizer, com significado equivalente, que o
valor de | Vx— 2| pode ser tdo proximo de zero ‘quanto se queira’, bastanto para isso que o valor
da diferenca |x — 4| seja suficientemente pequeno.

3.1.1 Limites laterais

(ver figura[33] pg.

* Limite a direita de f(x) no ponto x = a: escreve-se lim+f(x). E o limite de fx)
X—a
quando x — a por valores maiores que a.

e Limite a esquerda de f(x) no ponto x = a: escreve-se lim f(x). E o limite de f(x)
X—a
quando x — a por valores menores que a.

Exemplo 21. Na fungao representada na figura[36] pg. [23} temos

liggf(x) =2 lirgqf(x) =5.

Teorema 5. O limite de f(x) no ponto x = a existe e é igual a b se, e somente se, existem os dois
limites laterais de f(x) no ponto x = a e sdo ambos iguais a b:

)lci_r)I}lf(x) =h o xllrgff(x) = lim+f(x) =b.

l £(x)

N

~
rd

lim f(x)=b lim f(x)=b

X—a- x—at

Figura 33: Limites laterais.
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O limite de uma funcdo num ponto ndo depende do valor da fun¢do nesse ponto. Para as
funcoes f(x) e g(x) na figura[34} temos

lim f(x) = b = lim g(x),
apesar de a funcao g(x) ndo estar definida no ponto x = a.

y A f(x) y A g(x)

a g a
X

%< Y

Figura 34

Videos . 2.18a2.21 (no anexo deste capitulo)

3.1.2 Alguns teoremas sobre limites de funcoes
Cada um dos teoremas seguintes enuncia um resultado importante sobre limites de fungoes.

Teorema 6. (unicidade do limite) Se )lcln}l fx)=be )lclrr(ll f(x) =c,entdo b=c.

Teorema 7. Sejam f,g,h: D — R trés fungdes de dominio D e contradominio R. Se para todo
x€ D, x # a, tivermos

fx) = g(x) < h(x)

lim f(x) = limh(x) =b
X—a X—a
entao
)lci_lglg(x) =D.
Teorema 8. Sejam f,g: D —Re )lciir(llf(x) =1L, )lciil}lg(x) = M. Entdo,
L. )lciir‘ll[f(x) +gx)] = )lci_{r‘llf(x) iylci_{r‘llg(x) =L+ M;
2. lim[f(x) x g(0)] = lim f(x)  lim g(x) = L x M;

() _ Limfx

N |
3. Se M#0, entdo i ey = Timgtm — M-

Exemplo 22. Embora existam os limites liné\/} =0e liII(l) (1+ x) =1, ndo existe o limite
X— X—

lirr(l) (1+ x)/v/x, porque quando x — 0 o denominador tende para zero e 1/0 nao é um nimero.
x—
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3.1.3 Limites no infinito

Dada uma funcdo f: D — R, escreve-se
lim f(x)=b,
X—+00
com b € R, se para todo a sequéncia (x,) de valores de x, tal que lirP X5 = +00,
X—+00
X1, X2, X3, ***, Xp, =*+  — +00

a sequéncia de imagens por f que lhe corresponde converge para b,

fxD), f(x2), f(x3), -+, f(xn), -+~ — b.

Exemplo 23. A fungdo f(x) =2+ \/L} tem limite igual a 2, quando x tende para +oco (ver figura

. De facto, se aumentarmos ilimitadamente x, o valor de \/L} tende para zero.

1 1
lim [2+—|= lim 2+ lim |—|=2+0=2.
( \/_) (\/_)

X—+00 X X—+00 X—+00 X

1 8T . 1
=2t . lim 24— |=2
f(x) =2+ N N xinfw( \/Q}

ALL \
2= e

M ) 5
24
Al

Figura 35: Limites no infinito

3.2 Funcao continua

Uma funcdo f : D — R diz-se continua no ponto x = a do seu dominio, se é possivel tornar
f(x) arbitrariamente préximo de f(a), fazendo x suficientemente préximo de a. A definicao
seguinte apresenta esta ideia de modo formal.

Definicdo 3. Uma funcéo f(x) diz-se continua num ponto x = a do seu dominio, se nédo existe
nenhuma sequéncia de valores da varidvel x no dominio de f(x), convergente para a,

xl’x2)x3)"')xny"' — a
a qual corresponda uma sequéncia de imagens por f(x), que ndo convirja para f(a),
f(xl)r f(xz)) f(x3)r Tt f(xn)) t 7’/f(a)-

Observacao. Se o ponto a do dominio de f pertence a um intervalo fechado [b, c], contido no dominio
de f, entdo f é continua em a se e somente se lim f(x) = f(a).
X—a
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Definicao 4. Uma funcao f(x) diz-se continua num conjunto D, se e somente se, é continua em
todos os pontos do conjunto D. Se algum ponto do conjunto D é um ponto de fronteira, como
por exemplo os pontos b, ¢ do intervalo fechado [b, c], ao dizer-se que a func¢do é continua no
intervalo [b, c] estd a considerar-se apenas continuidade lateral nestes pontos - ver o exemplo
em baixo. Dizer-se que uma funcao é continua, sem referir nenhum intervalo, significa
que a func¢do é continua em todos os pontos do seu dominio (sendo lateralmente continua nos
pontos de fronteira do dominio).

Exemplo 24.

* A fungéo representada na figura[36]é descontinua no ponto x = 3, por ter limites la-
terais diferentes neste ponto. Esta tipo de descontinuidade diz-se de 1% espécie. Por
ser

lilgf(x) =5=f(3),

diz-se que a funcdo é continua a direitano ponto x = 3. No entanto f nao é continua
a esquerdano ponto x = 3, porque lirgl fx)=2# f(3).
a8

fR)=5

lim f(x)=2 s=lim
54 X—>3- Xx—3+

Figura 36: Funcao com descontinuidade de 12
espécie no ponto x = 3.

* Afuncao representada na figura[37]é descontinua no ponto x = 0, pertencente ao seu
dominio. O tipo de descontinuidade que ai apresenta diz-se de 2¢ espécie, porque nao
existe algum dos limites laterais (neste caso ndo existe o limite a esquerda no ponto
x =0). A funcao é continua a direitano ponto x = 0.

lim f(x)=0
51 x—0+

x—0-

Figura 37: Funcdo com descontinuidade de 22
espécie no ponto x = 0.

Exemplo 25.
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* A funcao representada na figura[38|é continua, dado ser continua em todos os pon-

tos do dominio, mas tem uma descontinuidade no ponto x = 0. Este ponto diz-se
um ponto de acumulacdo do dominio de f (qualquer vizinhanca do ponto contém
elementos do conjunto, para além do préprio ponto). Em geral, falamos de continui-
dade apenas em pontos do dominio de uma func¢ao, mas podemos falar de desconti-
nuidade em pontos do dominio da funcao e nos pontos de acumulacao do dominio.

Observacao. Da fungdo na ﬁgura ndo dizemos que é descontinua no ponto x = -2. A
fungdo nao estd af definida, tal como a funcao da figura[38|nao esta definida no ponto x = 0.
No entanto, ao contrario do ponto x = 0 na figura[38} o ponto x = -2 na figura[39nao é ponto
de acumulacdo do dominio da funcio.

* Afuncao representada na figura[39)é continua em todos os pontos do seu dominio. O

ponto x = —3 diz-se ponto isolado do dominio da funcdo. Um ponto designa-se por
ponto isolado de um conjunto, quando existe uma sua vizinhanca que ndo contém
mais nenhum elemento do conjunto, excepto o préprio ponto. Deve notar-se que
a Ginica sequéncia numérica com valores no dominio de f convergente para —3, é a
sequéncia constante -3, -3, ---, =3, ---. Como a sequéncia das imagens por f que
lhe correspondem é

f(_3)) f(_s)r f(_s); Ty f(_g)v e —>f(—3) :5;

a defini¢ao[3|diz-nos que a fungéo f é continua no ponto x = —3.

liml=+oc f(x):{

5 x—0+ X
/ o sl

Figura 39: Funcdo continua em todos os pontos do seu

Figura 38: Descontinuidade assimptética. dominio {~3} U [0, +ool.

Video . 2.22 a2.25 (no anexo deste capitulo)

3.2.1 Alguns teoremas sobre continuidade

Teorema9. Se f: D — R é continua num ponto a € D, entdo f é limitada numa vizinhanca de

afl

Teorema 10. Sejam f, g funcdes continuas num ponto x = a comum aos seus dominios. Entao:

1. f(x)+xg(x) e f(x) x g(x) sdo funcdes continuas em x = a;

2.

% é uma funcao continua em x = a, se g(a) # 0.

3Uma funcéo f(x) diz-se limitadanum intervalo (b, c] do seu dominio, se existem dois nimeros reais, 7, M, com
m < m, taisque m < f(x) < M, paratodo x € [b, c].
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Teorema 11. Sejam f: D — R e g: F — R duas funcdes, com f(D) c F. Se f é continua no
ponto x = a e g é continua no ponto f(a), entdo (go f)(x) = g (f(x)) é continua no ponto x = a.

£, ~ — 2 —_ 2 z
Exercicio 2. Mostrar que a fungdo f(x) = e™* + 22=2 ¢ continua em todos os pontos do seu

3x+1
dominio natural.
Solugdo
O dominio natural da funcao f é D = R\ —%}. A funcdo é continua em todos os pontos do
dominio, porque:

~ z ~ z —_ 2
e —x% e e* sdo continuas em D, porque sio continua em R e D < R. Como e*

composta destas duas, entdo é continua em D, pelo teorema|l 1]

éa

e 2x—2e3x+1sao continuas em D. Pelo teorema g;ﬁ é também continua em D.

. 2 o . -
 Finalmente, pelo teorema comoe * e gﬁ Jj sdao continuas em D, entdo
—_— 2 —_— , , .
fx)=e* + —%j“c Jj € também continua em D.

Teorema 12. (do valor intermédio para funcdes continuas) Seja f : [a, b] — R uma funcdo con-
tinua no intervalo [a, b], tal que f(a) < f(b). Seja d € R tal que f(a) < d < f(b). Entdo existe
pelo menos um ponto c € [a, b], tal que d = f(c).

Exercicio 3. (aplicacdo do teorema Mostrar que o polinémio f(x) = x> — x + 1 se anula em
pelo menos um ponto do intervalo [-2,0].

Solucao

A func@o f(x) é continua em R, pelo teorema (todos os polinémios sao funcdes continuas
em R). Como f(-2) =-5<0e f(0) =1> 0, o teorema[12|permite-nos afirmar que existe pelo
menos um ponto ¢ no intervalo [-2,0] tal que f(c) =0, uma vez que 0 € [-5,1].
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Capitulo 3

Derivadas de Func¢oes Reais de Variavel
Real

Neste capitulo vamos estudar o seguinte. Dada uma fungao y = f(x),
queremos saber quais os valores de x para os quais f(x)

seanula (pontos a, ¢, e, g na figura[40), ou nos quais atinge

valores extremos relativos, mdximos ou minimos (pontos ;

b,d,f). E importante sabermos também em que interva- /\

los de valores de x a funcdo cresce (intervalo [b,d], por \ b e f g
exemplo), em que intervalos a fun¢do decresce (intervalo '
[d, f1, por exemplo), e a sua taxa de variacdo com x nos
varios pontos desses intervalos (i.e., com que rapidez va-
ria a func¢do ao longo de cada intervalo). Queremos tam-
bém conhecer os pontos em que a funcao é estaciondria
(pontos a, b, d, f). A representacdo gréafica pode dar-nos
informacao importante, mas carece de rigor numérico.

d

Figura 40

Vamos estudar a operacdo de derivacdo, que nos vai permitir obter com rigor a informacgao
acima referida. Mais ainda, esta operac¢do vai revelar-se fundamental para resolver problemas
de optimizacao (calculo de maximos ou minimos de funcées) e para formalizar matematica-
mente alguns problemas préticos por meio de equacdes diferenciais.

1 Funcao derivada

Nesta sec¢ao vamos definir a funcdo derivada f'(x) de uma funcao real de variavel real f(x).

1.1 Taxa de variacao média de uma funcao

Na figura[41] estd representada a relagao entre a distancia d percorrida por um automével, em
quilémetros, e o tempo ¢ de duracdo do percurso, em horas, numa viagem que ligou dois pon-
tos que distam entre si 80 quilémetros. Da observacao do gréfico, podemos obter a seguinte
informacao.

- Aviagem durou 4#;
- Na primeira hora de viagem, o automével percorreu 25km;

- Passadas duas horas de viagem, o automével tinha percorrido 60km. Isto significa
que o automovel andou mais depressa na segunda hora de viagem (da hora 1 para
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a hora 2) do que na primeira hora, em média, j4 que nesta segunda hora percorreu
35km, contra os 25km da primeira hora de viagem. O grafico traduz a maior ve-
locidade na segunda hora, sendo mais ingreme no intervalo [1,2], de ¢, do que no

intervalo [0, 1];

- Do instante ¢ = 2 para o instante ¢ = 3, a distancia entre o automovel e o ponto de
partida diminuiu para 35km, o que significa que o automoével voltou para tras.

- Do instante t = 3 para o instante ¢ = 4, o automovel retomou o percurso no sentido

do ponto de chegada.

Deve notar-se que a forma do gréfico na figuraf41} nao
significa que o carro andou a subir e a descer. O que
ela representa € apenas a distancia a que o automodvel
se encontra do ponto de partida, nos varios momentos
da viagem.

Consideremos agora a figura[42] O segmento de recta
que une os pontos (t,d) = (0,0) e (t,d) = (2,60) repre-
senta a distancia em funcado do tempo respeitante a
outro automovel que, partindo no mesmo instante que
o automovel referido no grafico da figura[41] se encon-
tra no mesmo ponto do trajecto ao fim de 2k de via-
gem. Designemos por automével A o automével cor-

distancia
(km)
80

60

35

25

Figura 41: Distancia em fun¢do do tempo -
automovel A.

respondente ao grafico ndo linear e por automével B o automével correspondente ao gréfico

linear.

O facto de o gréfico ser linear para o automoével B,
diz-nos que o veiculo efectuou o percurso com um
ritmo (velocidade) constante, i.e., percorrendo distan-
cias iguais em intervalos de tempo iguais. Recordemos
que se um objecto se desloca a uma velocidade cons-
tante, o valor da velocidade é dado por

distancia percorrida
tempo decorrido

velocidade =

sendo as unidades km/h (quilémetros por hora), se a
distancia vier expressa em quilémetros e o tempo em
horas. Assim, se o velocimetro do nosso carro indica
75km/ h, sabemos que se mantivermos esse ritmo per-
correremos 75km a cada hora que passa. No caso da

distancia
(km)
80

60

35
Ad =60

25

tempo
(h)

At=2

Figura 42: Distancia em fun¢do do tempo -
automovel B.

figura[42)a velocidade constante vg a que se desloca o automével B é:

60
VR = > =30km/h.

Esta velocidade é designada por velocidade média (ou taxa de variacdo média da distancia com
o tempo) do automével A no intervalo de tempo [0, 2], e representa a velocidade constante a
que se deve deslocar um automével que, saindo ao mesmo tempo que o automével A, estdo no
mesmo ponto do percurso ao fim de duas horas de viagem. O valor de vp representa o declive
do segmento de recta representado na figura[42] De um modo geral, vale a seguinte definigao.

Dada uma fungdo f(x), designa-se por taxa de variacdo média de f com x,

no intervalo [a,b], o quociente

fb)-fla)
b—a

Capitulo 3. Derivadas de Fungoes Reais de Varidvel Real

Mario Abrantes
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Exemplo 26. Considere-se o grafico na figura[41}
1. Quais as velocidades médias do automével nos intervalos [0, 1], [1,2], [1,3], [3,4]?

2. A que velocidade constante se deve deslocar um automével, de modo a comecar e a
terminar a viagem nos mesmos instantes que o automével A?

Solucao
1. A velocidade média referente a um intervalo de tempo com inicio no instante fy e fim no
instante 7, € dada por vy, = %. Temos entdo:
d1)-d0) 25-0
Vo1 = (i 0( )= =25km/h
d)-d1) 60-25
U1,21 = (; 1( )= =35km/h
d3)—d(2) 35-60
V2,31 = ®) ( )= =-25km/h
' 3-2 1
d4)—-d3) 80-35
V4,31 = (i 3( )= =45km/h

Notar que a velocidade média v 3 é negativa, porque a distancia do veiculo ao ponto de par-
tida diminui entre os instantes t =2 e t = 3.
2. A velocidade pretendida é a velocidade média do veiculo A no intervalo [0, 4].

d4)-d©0) 80-0
4-0

=20km/h.

Vio,4] =

Um automoével B que parta ao mesmo tempo que o automovel A, e que chegue também ao
mesmo tempo que o automével A ao local de destino, fazendo todo o percurso com velocidade
constante, deve deslocar-se a velocidade de 20km/ h.

Videos . 2.26 a 2.27 (no anexo deste capitulo)

1.2 Taxa de variacao instantanea de uma funcao. Funcao derivada

Na figura[42|podemos verificar que o automovel se desloca mais rapidamente na segunda hora
do que na primeira, porque o gréfico aparece mais inclinado no intervalo de tempo [1,2] do
que no intervalo [0, 1].

Na figura [43| representa-se alguns segmentos de recta tangentes ao grafico. Os declives das
tangentes relacionam-se com as velocidades associadas aos pontos de tangéncia.

A este respeito sdo vdlidas a seguintes observa-

(;665. distancia
(km)
80
-A velocidade é maior numa vizinhanca pequena do 60
ponto ¢, do que em vizinhancas pequenas dos pontos

a e b. Isto significa que se no instante a o condutor do 35

automével olhar para o velocimetrd} 16 um valor me- 2

nor que o correspondente ao instante c;

I Dispositivo no tablier do carro que indica a velocidade a que este se desloca.

Capitulo 3. Derivadas de Fungées Reais de Varidvel Real —Figura 43: \puaptopmgini€ a velocidade num
ponto, maior é o declive da recta tangente a

curva nesse ponto.

tempo

(h)
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-Para instantes muito préximos dos instantes d e f, o

automoével estd praticamente parado. Isto tem sentido

porque em ambos os instantes o automoével tem que

parar para inverter a marcha;

- Para instantes proximos de e, a velocidade do auto-

moével tem sinal negativo (o declive do segmento de

recta tragado é negativo). Isto significa que nas proximidades do instante e, o automével estéd a
diminuir a distancia que o separa do ponto de partida.

O que pretendemos estabelecer a seguir é que, por muito préximos que estejam os dois ins-
tantes usados para calcular a velocidade média, o valor obtido para esta pode ser significativa-
mente diferente da velocidade que o automével atinge em momentos intermédios a esses dois
instantes.

Uma forma de calcularmos a velocidade num instante
concreto de tempo, é sugerida pela figura[44] Nela esta
representado o grafico de uma funcao genérica que ex-
prime a distancia f em fun¢do do tempo x. Fixemos
um ponto no eixo das abcissas, xp, e calculemos a taxa
de variacdo média da funcdo usando este ponto e um
outro ponto, x;. Obtemos

f(x1) = f(xo)

xl _xO X1 —X =h

Xo X3 X2 X1

Este valor representa o declive da recta que une os Figura 44: A recta r € a ‘recta limite’ de
uma sucessao de rectas definidas pelo ponto

pontos (xo,f(xq)) ? (xl ’,fgxl))' Consideremos agora Xp, e por cada um dos pontos da sequéncia
esta taxa de variagdo média usando o ponto fixo xo € x;,xy, x3,--- — xg.

pontos de uma sequéncia numérica x, X, X3, -+, cada

vez mais proximos de xp:

fx)—fxo)  flx2)—f(xo)  f(x3)—f(xo)

X1 — Xo ’ X2 — X0 ’ X3 — X0

Estas taxas correspondem aos declives das rectas de uma sequéncia de retas, conforme mostra a
figura. Podemos perguntar o seguinte: se esta sequéncia de nimeros X1, X2, X3, ... usados para
calcular as variacdes médias, convergir para o ponto que mantemos fixo, xy, a sequéncia de
retas correspondentes converge para alguma “recta limite”, cujo declive é dado por

. J) = f(xo)
Jim LX),
X—Xo X —Xo
Se este limite existir, o seu valor diz-se derivada da funcdo f(x) no ponto x e representa o

declive da recta tangente a curva no ponto x (arecta r, na figuraj44). Escreve-se

f’(xo) — llmM'

X—Xo X—Xo

3.1

Registamos esta no¢ao importante.

Dada uma fungdo f(x) e um ponto Xy do seu dominio, a derivada da fung¢do
no ponto xg, que se escreve f'(xp), se existir, representa o declive da
recta tangente ao grafico da fungfo f(x) no ponto Xp.

f'(x0) designa-se por taxa de variagdo instantdnea da funcio f(x) no ponto
X0 -

Capitulo 3. Derivadas de Fungoes Reais de Varidvel Real —_— Madrio Abrantes
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Videos . 2.28 a 2.30 (no anexo deste capitulo)

Exercicio 4. Calcular a derivada da funcéo f(x) = x? no ponto x = 2.
Resolugdo

— 2_92 _
X X - x—2 xX—-2 x—2 x—2 x—2

—

Sabemos que m = f’(2) = 4 é o declive da recta tangente ao grafico de f(x) no ponto x = 2.
Podemos determinar a equagao desta recta, sabendo que ela contém o ponto (x,y) = (2, f(2))
(2,4). Obtemos (figura[45)

y=4x+Db
Cédlculodeb: 4 =4x2+bob=-4
Equacdodarecta: y = 4x—-4

Exercicio 5. Calcular a derivada da funcao f(x) = x3 no ponto x = 0.
Resolugdo

x)—f(0 B -03 x3
1) = limM =lim =lim= =1limx*=0.
x—0 x—0 x—0 x—0 x—0 X x—0

Sabemos que m = f’(0) = 0 é o declive da recta tangente ao gréfico de f(x) no ponto x = 0.
Podemos determinar a equagao desta recta, sabendo que ela contém o ponto (x,y) = (0, £(0)) =
(0,0). Obtemos (figura[46)

y=0x+b="»
Célculodeb: 0=0x0+beb =0

Equacdo darecta: y = 0 (arectacoincide com o eixo das abcissas)

S

fix) = x*

Figura 45

Figura 46

Torna-se mais comodo calcular a derivada de um fun¢do num ponto, se dermos outra forma
a férmula (3.1). Fazendo h = x — xp temos x = xo + h e podemos escrever a férmula (3.1) na
forma

f(xo+h)— f(xo)
P )

! _ .
f(x0) = é’l’& (3.2)

Capitulo 3. Derivadas de Fungoes Reais de Varidvel Real —_— Madrio Abrantes



32 1. FUNCAO DERIVADA

Exemplo 27. Usando a f()rmulapara calcular a derivada de f(x) = x? no ponto x = 2 (ver
o exercicio[4} pg.[30), temos

. fe+h-f@ . @+h?-2?
"(2) = f— — e A—
f@ = tim h bim——
2242 %x2h+h?%-2? . 2x2h+h?
=Ilim =lim———
h—0 h h—0 h

=lim@2x2+h) = 4.
h—0

E imediato verificar que, se quisermos calcular a derivada de f(x) = x? noutro ponto diferente
de x = 2, por exemplo no ponto x = 3, basta repetir os célculos efectuados no exercicio
usando x = 3:

v . fB+M-fB) . (3+h)?-3?
fO=im= =in
. 3242x3h+h%-32 . 2x3h+h?
=lim =lim——
h—0 h h—0 h

=1lim@2x3+h) =6.
h—0

Podemos obter uma funcao f’(x) que nos permita calcular o valor da derivada em qualquer

ponto sem repetir os cdlculos acima. Basta efectuda-los uma s6 vez, trocando o ponto 3 pelo
ponto genérico x:

. fx+h) - f(x . (x+h)?-x?
/ =] f— =] - 7
RS hl—»ng h hl—»ng h
o x%+2xh+ h?—x? . 2xh+h?
=lim = lim——
h—0 h h—0

=lim@2x+h) = 2x.
h—0

A fungao f'(x) = 2x diz-de fungdo derivada de f(x) = x?. E agora imediato obter o valor da
derivada de f(x) = x? em qualquer ponto. Por exemplo:

fl@ =2x2=4  f'(-3) =2x(-3) = -6.
A interpretacdo da funcao f'(x) = 2x obtida acima é a seguinte (ﬁgura:

 Para valores de x < 0 a expressdo 2x € negativa. Isto significa que, para valores nega-
tivos de x, a func¢do f(x) = x% é decrescente e decresce de forma tdo mais acentuada
quanto menor for o valor de x;

* Para valores de x > 0 a expressao 2x € positiva. Isto significa que, para valores positi-
vos de x, afuncdo f(x) = x? é crescente e cresce de forma tio mais acentuada quanto
maior for o valor de x;

2

e Para x = 0 obtemos f’(0) = 0. Dizemos que a funcdo f(x) = x° é estaciondria no

ponto x =0.
Em resumo, podemos dizer o seguinte.
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Dada uma fungdo f(x), a expressio f'(x) representa uma nova fungio de
X, cujo dominio & o conjunto de todos os pontos em que a fungdo f(x)

tem derivada. Atribuindo a x diferentes valores xj,X»,-:-, obtém-se
para f'(x) determinados valores, f'(x1),f (x2), -+, que s&o as deriva-
das de f(x) nesses pontos. A fungio f'(x) diz-se funcio derivada de

f(x), ou simplesmente derivada de f(x), e pode também ser representada
pelas notagdo

af
dx’
A derivada de y = f(x) num ponto concreto Xy escreve-se, em geral, de

alguma das formas

/ ﬂ / df(xo)
J’|x:x0 ) (dx L » f(x()) y dx .

Exercicio 6. Considerar a funcdo f(x) = /x. Calcular a fun¢ao derivada f’(x).
Resolugao

h—0 h h—»O h
= lim( X+h= VO (Vx+h+ Vo) (porqué?)

0 R (arheyp o0
— llmm ( or ué?)

h—0 h(vXx+ h+ V%) poraue:
=lim L

h—0 hx(\/x+ +v%)

1 1

=lim

0 VXt hiyE  VE+VE 2%
Exercicio 7. Justificar que nao existe a derivada da funcdo f(x) = ~ no ponto x = 0.

Videos . 2.31 a 2.37 (no anexo deste capitulo)

1.3 Derivadas laterais

O limite na férmulapode nao existir (o que significa que a funcdo f’(x) no esta definida
no ponto xp) mas, apesar disso, existir algum dos limites laterais

f(xo+h)— f(xo)

lim (3.3)
h—0* h

Jim L0 = [(x0) (3.4)
h—0- h

Cada um destes limites designa-se por derivada lateral de f(x) no ponto xy, sendo o primeiro a
derivada lateral de f(x) a direita, no ponto xy, que se escreve f. i (x0), e o outro a derivada lateral
de f(x) a esquerda no ponto xy, que se escreve [’ (xp). Uma fung¢ao é derivavel num ponto x
se, e somente se, existem e sdo iguais nesse ponto as suas derivadas laterais.
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Exemplo 28. A funcao representada na figura[47|ndo tem derivada no ponto x = 1, porque as
derivadas laterais no ponto sdo distintas.

pon o fUER-fM) o 1-1 0
O /. 1 = fim == Jime =0

. 1+h-fQ1) . I+m-1 . h .
‘) = gi LOED SO QDL i =
£+ o h il h Al A C

Exemplo 29. A funcdo representada na figura {48/ ndo tem derivada no ponto x = 2, porque
ndo estd definida nesse ponto.

M
1, x<1
4 A o= X
X, x>1 y _f0, x<2
e {I. x>2
_1/
: 1
Y o
H - 0 :
0 1 X : X
Figura 47 Figura 48

Figura 49

De um modo geral, podemos dizer o seguinte.

Se uma funcdo f(x) & derivavel no ponto Xy, entfo ela & ’lisa’ nesse
ponto, i.e., o ponto Xy ndo & um ponto anguloso (o ponto x=1 na
figura € um ponto anguloso) ou um ponto cuspidal (o ponto x=0 na
figura & um ponto cuspidal).

Video . 2.38 (no anexo deste capitulo)

2 Derivadas de algumas funcoes elementares. Regras de
derivacao

Vamos agora determinar as derivadas de algumas funcdes elementares e apresentar algumas
regras de derivacdo que nos permitem calcular a funcdo derivada de uma soma ou de um pro-
duto de funcdes, bem como de uma divisao de funcoes, de uma composi¢cdo de funcdes e da
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inversa de uma funcdo. Na posse deste conhecimento, podemos determinar facilmente a deri-
vada de um grande nimero de funcdes.

2.1 Derivadas de algumas funcoes elementares

Funcoes constantes

fx) =k kelR.

limf(x+h)—f(x)

!
RS h—0 h

Il
g
|

I
=
=
|
I
(e}

Como se pode verificar, a derivada duma funcao constante é nula em qualquer ponto do seu
dominio.

Exemplo 30.
1 oy (L ! B
fo = f(x)—(z) 0
f(x) = log,y12 f'x) = (log;p12) = 0
-2 / -2 !
f) =e f(x):(e ):o

Funcdes poténcia

fx) =x", reRr

f’(x) — rxr—l

Exemplo 31. Deducdo da férmula da derivada de f(x) = x", sendo n um nimero inteiro
positivo. Sabemos que

n
x+m)" =) (Z)x"_khk = x"+ (?)x”_lhnL (Z)x”‘zhz ot (nn l)xh”_1 +h",
k=0 -

com

n| n!
k|l (n=kk"

Podemos escrever

poon o e+ -0 (x+h)"—x"
Fo0 =i == = i —

=lim (n)x”_l+(n)x”_2h+(n)x"_3h2+---+( " )xh”_erh”_1
h—0 | |1 2 3 n-1

(n)xn—l — nxn—l
1
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Exemplo 32.

[0 =¥ fw=(xf) =
fo=x*  flx = (x_4), = —ax 4l = —4x70

fo=x" fw= (x4)' _ 4l = 4xd

Funcodes exponenciais

Prova.

fx) =a*, a>0, a#l

f'(x) = a*lna

+h) - x+h _ ,x
h—0 h—0
h h
- -1
= lima* a = a’lim a
h—0 h—0

a'-1

Vamos calcular o limite }lim ;- Designando a" -1 por ¢, temos
-0

a"-1=ted = 1+teh = log,A+0.

Podemos escrever, notando que se h — 0 também ¢ — 0,

a -
lim = lim——
h—0 h 1—0log,(1+1)
1

= lim -

t—0 7
log, (1 ++
t

1 1

: 1
ltl_r%loga (1 + T

Notar que se a = e (e = 2.718 é a constante de Euler) temos,

(ex)/ = e“lne = ¢*,

o que mostra que a férmula para a derivada duma exponencial de base a é mais simples quando

setema = e.

Exemplo 33.

flx) = 2° ' = (2%) = 2°In2
fx) = 034" () = (0.34%) = 0.34"1n0.34
f@) = WD f@ = (VDY) = VD Imv7

Sabendo que 0.34* > 0 (porqué?) e que In0.34 < 0 (porqué?), temos (0.34x)' <0, para qualquer
valor de x. Isto significa que a funcdo f(x) = 0.34* é decrescente em todo o seu dominio.
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Funcoes logaritmicas

f(x) =log,lxl, a>0, a#l

') =

xlna

Prova.

. fx+h)-fx) __log,|x+h|-log, x| 1 h
i = PTIED  y Ol LIl g 11
Notar que log,, |x + h| —log, x| = log, |£| = log, 1+%|.Temos entao

X
h

1 x E
flx) = }li_r%loga 1+Z ;L = }li_rgloga 1+Z v }li_rgloga( 1+g )
1\ g
= logu(}li_r%(1+%)h) :logae% = ilogae = lea
O
Notar que se a = e temos,
(1og, |x1)' = xlile - i'

0 que mostra que a férmula para a derivada dum logaritmo de base a é mais simples quando
setema = e.

Exemplo 34.
! _ I _ 1
fx) = logiolxl [ (%) = (logy,lx)” = xIn(10)
1
F0) = logosalxl F'@) = (ogyy 1) = s
F) = In(x) F1) = (n@)' = % x>0

Funcoes trigonométricas directas

fx) = sen(x)  f'(x)
fx) =cos(x)  f'(x

cos(x)

—sen(x)

Prova. Deducdo da férmula da derivada da funcao sen(x).
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Vamos usar a férmula sen(p) — sen(q) = 2sen (p%q) cos (%).

h 2x+h
, . fx+h-fx . sen(x+h)—sen(x) ) Zsen(i)cos(x;)
f(x) = lim——— = lim = lim
h—0 h h—0 h h—0 h
h
) Se”(z)_ 2x+h
= lim limcos| ——
h—0 g h—0 2
Como
sen(%)
lim =1
h—o I
2
e

. 2x+h 2x
llmcos( 5 ) = cos(?) = cos(x),

h—0
temos

f'(x) = cos(x)
O

Notar que as igualdades (sen(x))’ = cos(x) e (cos(x)) = —sen(x) sdo vélidas se o angulo x vier
em radianos.

Video . 2.39 (no anexo deste capitulo)

2.2 Derivadas de somas, produtos e divisoes de funcoes

Teorema 13. Sejam f,g: D — R duas funcdes derivéveis no ponto genérico x. Valem as se-
guintes regras de derivac3o.

L (f+9)/ 0 =f0+gw
2. (f9'x) = flg)+ fg' ()

3. (i) (x) = X8 - fx)g (%)

R 0.
g &%) gl #

Prova.
1. Prova-se a regra da derivada de uma adi¢do de fungdes. A prova para o caso da sub-
tracc¢do é anéloga.

i (fx+h)+gx+h)-(f(x)+gx)

! —
(f+8)'x = ]lilqo A
~ lim (fx+h) - fx)+(glx+h)—gkx)
h—0 h
_ limf(x+h)—f(x)+hmg()€+h)—g(x)
h—0 h h—0 h
= fl)+g )
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(fe)' ) = lim f(“h)g(“hh)—f(x)g(x)

B limf(x+ hgx+h) - fx)gx+h)+ f(x)gx+h) - f(x)g(x)
"~ h—0 h

lim fx+h)-fx)
h—0 h

flgx) + fogx)

) gx+h)—-g(x)
glx+ h))+}11_rf(1)(f(x) A )

(f1e) ) = }li_r}}) flx+ h)/g(x+hh)—f(x)/g(x)
lim fx+hgx) - fx)glx+h)

h=0 gx+hg)h

lim fx+hgx) - fx)gx)+ f(x)g(x)— f(x)g(x+h)
h—0 glx+hgx)h

f(x+h})l—f(x) _ f(x) g(x+h]i—g(x)

. g(x)
lim
h—0 glx+h)gx)
flx)gx) - fx)g' (x)
g% (x)

Videos . 2.40 a 2.43 (no anexo deste capitulo)

Exemplo 35.
f(x) = 3x-2¢" 1) = Bx—2¢%)" = Bx) - (2e") = 3-(2)e"+2(e")) = 3-2¢"
f(x) = xsen(x) flx) = (xsen(x))/ = (x)'sen(x) + x(sen(x)) = sen(x)+ xcos(x)

Flo = x £ _( )’ _ (x)'sen(x) - x(sen(x))’ _ sen(x) - xcos(x)
~ sen(x) ~\sen(®)) sen?(x) - sen?(x)

Exercicio 8. Usando as férmulas para as derivadas de sen(x) e cos(x), obter as derivadas das
funcdes trigonométricas seguintes.

f) = tan(x) = ZZ’ZE;C))
fx) = cot(x) = z:;((z))
f(x) = sec(x) = coi(x)
f(x) = csc(x) = seri(x)
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2.3 Derivada da funcao composta

Teorema 14. Sejam f: A— Re g: B — R duas funcdes, com f(A)cBeac A, talque b = f(a)
(ver ﬁgura. Se existem f’(a) e g'(b), entdo go f: A— R é derivavel em x = a e tem-se

(goN'(@ = fag' ) = flwg (fla). (3.5)
Se na férmula substituirmos a por um ponto genérico x, obtemos a férmula
goN') = fWg (f).

A expressdo g'(f(x)) determina-se em dois passos: (i) Calcula-se primeiro g’(x) e substitui-
se nesta expressdo a variavel x por f(x); (ii) multiplica-se a expressdo obtida por f'(x). Pode
indicar-se das formas

(go ) (x)
ou
(go N (x)

flg (f)

g W= fe-

A férmula para a derivada da fungdo composta, também se designa por regra da cadeia.

P S L R

(g of)(a)=f'(a)g'(h)

Figura 50

Video . 2.44 (no anexo deste capitulo)

Exercicio 9. Sejam f = x*> e g = e* duas fungdes. Determinar
1.(go f)(x) 2.(go ) () 3.(goN'(-2).

Resolugao

2

L (go N = g(fm) = g(x) = e
2. (go )0 = W (f) = '@ |y = 2xe.

3. (g0 f)(=2) = 2(-2)et2" = —4¢*.

2.4 Derivada da funcao inversa

Na figura [51| estd representada uma recta de declive m = 2. Trocando o papel dos eixos do
referencial, i.e., considerando como eixo dos xx o eixo dos yy e como eixo dos yy o eixo dos
xx, a mesma recta fica, neste novo referencial, com o declive m = % Consideremos agora a

figura[52
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2

. Afuncao f(x) = x ai representada é bijectiva no intervalo [0, +oo].

. Admite, por isso, uma funcao inversa, na restricao [0, +oo[ do seu dominio. Podemos
ler do gréfico que, por exemplo, f(2) = 4 e porisso f~1(4) = 2.

. Arecta tangente ao grafico no ponto de abcissa x = 2, cujaequacgdo é y = 4x—4, tem
declive m = 4. Isto significa que f'(2) = 4.

. Como o gréfico de f~! se obtém do grafico de f trocando os papéis dos eixos do
referencial, podemos afirmar que o valor da derivadade f ' nopontox = 4ém = 1

4)
i.e.,

Y 1
(= ot

Podemos generalizar este resultado da seguinte forma.

Teorema 15. Seja f uma funcao invertivel numa vizinhanc¢a do ponto x = a e derivavel nesse
ponto. Entdo, a derivada da funcéo inversa f~! no ponto b = f(a) é dada por

' 1
Y-
(f f(a)
y
b=4
4 2
1 2 X A
Figura 51 Figura52: f(x) = x>, f~'(x) = VX, x=0.

Video . 2.45 (no anexo deste capitulo)

Exercicio 10. Calcular a derivada da funcio f ~1(x), sendo fx) = e~

Resolucdo

Se x = a é um ponto genérico do dominio de f(x) = e*, entdo a sua imagem por f é e*. Pelo

teorema[15, podemos escrever

(f_l) (e) = ﬁ = %.
Sabemos que a funcao inversa de f(x) = e* é
7 = In(x)
e por isso

(F100) = () = =

, pelo que podemos escrever
' 1
(IH(X)) lx=es = Z;

em concordancia com o resultado que figura na expressdo (3.6).

Capitulo 3. Derivadas de Fungoes Reais de Varidvel Real
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3 Teoremas relativos a fungoes derivaveis

O resultado seguinte diz-nos que uma funcao derivavel num ponto é continua nesse ponto.
Teorema 16. Se existe f'(a), entdo f é continua no ponto x = a.

A afirmacdo reciproca deste teorema é falsa, i.e.,, uma fun¢do pode ser continua num ponto
e ndo ser af derivavel. Por exemplo, a fungdo representada na figura 53| é continua no ponto
x = 1, apesar de ndo ter derivada neste ponto, por serem ai diferentes as derivadas laterais.

y {1, x <1

X, x>1

0 S
1 X
Figura 53
. fA-h-fO)
! 1 — l f
f~m hz_’ng h
. 1-1
ST 0
. fA+h)-fQ)
! 1 :l f
£+ i h
o 1+h-1
=lim—— =1
h—0

O teorema seguinte permite-nos localizar zeros da fungao derivada (figura[p4).

Teorema 17. (de Rolle) Seja f uma funcao continua no intervalo [a, b] e derivavel no intervalo
(a,b), tal que f(a) = f(b). Entdo, existe um ponto c €]a, b tal que f'(c) = 0.

Figura 54

4 Derivadas de ordem superior

Até agora falimos de derivadas de primeira ordem. Dada um funcdo f(x) vimos que a sua
derivada se pode representar por qualquer uma das formas

df(x)

!
f(x), i

da
Ef(x).
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Exemplo 36.

d 4 3
—_ =4
dxx X

d

—sen(x) = cos(x)

dx

d In(x) = L

dx X

Se derivarmos agora a fungao f’(x) obtemos a derivada de segunda ordem de f(x), que se re-
presenta, em geral, por qualquer uma das formas

d?f(x) d?
1 =S .
[, a2 o o3 f(x)
sendo
d? d | d
" _ / ! el - | =
' = (ff) e dxzf(x) dx(dxf(x))'
Exemplo 37.
d? 4 d 3 2
Wx = a(‘lx ) = 12x
2 d
ﬁsen(x) = acos(x) = —sen(x)
dx? Cdxx  x?

Este conceito de derivagdo sucessiva estende-se a qualquer ordem de derivagdo, podendo falar-
se de derivada de ordem trés, ou terceira derivada, derivada de ordem quatro, ou quarta deri-
vada, -, derivada de ordem n, ou derivada n-ésima de uma funcado f(x). Quando se usa a
notagdo com linhas, f’, f,---, é costume, se a ordem de derivagao é maior que 3, usar notagao
romana em vez das linhas, ou colocar entre parénteses curvos a ordem da derivada em notacao
arabe.

Exemplo 38.

fV ou f® para a quarta derivada

fY ou f® para a quinta derivada

etc.
Da mesma forma que a primeira derivada nos d4 informacdo sobre a variacdo de f, a segunda

derivada f” dd-nos informacao sobre a variagao de f’, a terceira derivada d4-nos informacéo
sobre a variacao de f”, etc.

5 Derivada da funcao implicita

Uma funcdo diz-se representada na forma implicita, se a férmula que a representa nao tem a
forma explicita de uma equacao resolvida em ordema y, i.e., y = f(x).
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Exemplo 39.
y =3x+2 forma explicita da equacdo de uma recta
y—-3x=2 uma forma implicita da equacdo da mesma recta
y-3x-2=0 outra forma implicita da equa¢do da mesma recta
Exemplo 40.
y=x>-3x+2 forma explicita de uma fun¢do quadratica
2—-y =3x- x? uma forma implicita da fun¢ao anterior

Exemplo 41. A equacdo y? = 3x — 1 representa implicitamente as duas fungdes
y=v3x-1

A forma geral das fungdes implicitas é F(x,y) = 0, sendo o primeiro membro uma expressao
que envolve a varidveis x e y.

Na prética deparamo-nos, em alguns casos, com func¢des na forma implicita, podendo nao
ser facil, ou ser mesmo impossivel, escrevé-las na forma explicita. Apesar disto é possivel, em
certas situacoes, obter a derivada y’ da fungao assim representada sem ser necessério obter
previamente a sua forma explicita.

Exercicio 11. Calcular a derivada y’ da funcédo implicita y —2x = 3, sem escrever previamente
a equacao da funcao na forma explicita.
Resolugao

Se temos duas funcoes equivalenteﬂ f(x) = g(x), podemos escrever
fx)=gw=f=gw.
Como a expressdo y—2x = 3 exprime a equivaléncia das funcdes y —2x e 3, podemos escrever
y-2x)'=0@'=>y-2=0=>y =2.

O resultado obtido para y' é o mesmo que se obtém resolvendo previamente a equagao em
ordem a y.

Exercicio 12. Obter a equagdo da recta tangente a circunferéncia x> + y*> = 4, no ponto

(x,5) = (vV2,V2) (ver figura55).

Resolugao

A circunferéncia tem centro na origem (0,0) do referencial e raio igual a 2. Come¢camos por
verificar que o ponto (x,y) = (v/2,v/2) é um ponto da circunferéncia, substituindo estas coor-
denadas na equacdo e mostrando que a igualdade é verificada.

V22 +(V2)? =402+2 = 4.

Para obter a recta procurada, y = mx + b, precisamos de calcular o valor de y' no ponto
(V2,v?2), que representa o declive da recta. Para isso derivamos a funcdo implicita x%+ y2 =4
para obter y'.

xP+y) =@ =>2x+2yy =0=>y = —%.

2Duas fungdes dizem-se equivalentes se tém o mesmo dominio, e se tomam valores iguais em cada ponto do
dominio.
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O valor de y' no ponto (x, y) = (V2,V2) é —% = —1. Ficamos a saber que a equacao da recta

tangente é da forma y = —x+ b. Resta-nos calcular o valor de b. Como a recta contém o ponto
(x,¥) = (vV2,V2), temos

V2 = —V2+be b =2V2.

A equacio da recta tangente procurada é y = —x +2v/2.

y=2x+1

Figura 55 Figura 56
Exercicio 13. Obter a equacdo da recta tangente ao grafico que representa a equacao y?> = x*,
no ponto (x,y) = (-1,-1) (ver ﬁgura.
Resolugdo
A equacdo y*> = x* representa duas fungdes, y = +x2. Vamos obter as derivadas das fungées
representadas implicitamente por esta equacao.

25/ N} ! 3 ! 2x3
(¥y) = (x7) = 2yy =4x zy:T.

Para obter a recta procurada, y = mx+b, precisamos de calcular o valor de y' no ponto (x, y) =
(-1,-1).

2(-1)3
m = =
-1

2.

Ficamos a saber que a equacdo da recta tangente é da forma y = 2x+ b. Resta-nos calcular o
valor de b. Como a recta contém o ponto (x,y) = (—1,—1), temos

-1=-2+bob=1.

A equacao da recta tangente procurada é y = 2x + 1.
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Anexo: Videos

Funcao, Dominio, Imagem, Contradominio, Grafico

Ideia de funcdo
[06:25]

Grafico:
[12:37]

seno

Grafico de uma
funcao [07:38]

Contradominio

[08:00]

Griéfico: raiz qua-
drada [10:12]

cial [04:48]

Gréfico: exponen-

Gréfico: logaritmo
[05:51]

Operacoes com Funcoes, Funcao Composta, Funcao Inversa, Funcoes

Elementares

Operacoes
Funcoes [13.33]

com

Funcao
posta, 1 [05:10]

Com-

Funcao
posta, 2 [05:50]

Com-
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Funcdo Com-
posta,  exercicio
[10:09]

2.12

T%
=]
Funcao
[09:01]

Inversa



https://www.youtube.com/watch?v=_vSFMtFNYCI
https://www.youtube.com/watch?v=SinO7I7w450
https://www.youtube.com/watch?v=efaky1oxnWQ
https://www.youtube.com/watch?v=BgTi7lapFUY
https://www.youtube.com/watch?v=cVWKMW--vRY
https://www.youtube.com/watch?v=Ptez6S3PXcU
https://www.youtube.com/watch?v=C89BkCYFMC4
https://www.youtube.com/watch?v=rbPtb4k8Gc8
https://www.youtube.com/watch?v=m1CNHXaf6Lg
https://www.youtube.com/watch?v=tjhrGh5qoLQ
https://www.youtube.com/watch?v=3bI8FpzGkhA
https://www.youtube.com/watch?v=OQhNb-zi8wY
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Funcao
exponencial
[10:24]

inversa:

Funcao

inversa:
quadratica [06:50]

Composta

[03:57]

Funcdes Inversas

de
tares [05:53]

Limite de uma Funcao num Ponto, Fun¢oes Continuas

Constante de Ne-
per [02:10]

Continuidade de
uma funcdo num
ponto [03:12]

Limite de uma
funcdo num ponto
-1[07:12]

Exercicio [02:45]

Limite de uma
funcdo num ponto
- 2 [06:58]

Exercicio [08:47]

Exercicio [01:01]

Importdncia  da
continuidade

na relagdo out-
put/input de
sistemas  fisicos
[03.36]

Fung¢des Elemen-

Exercicio [05:11]

Derivadas: taxa de variacdo média e instantanea; velocidade média e
instantanea; interpretacao grafica

Taxa de variacao
média [07.07]

Velocidade média
[03:59]

Taxa de varia-
¢do instantanea
[06:21]

Capitulo 3. Derivadas de Fungoes Reais de Varidvel Real

Derivada de uma
funcdo num ponto
[06:28]
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Derivada = veloci-
dade [03:23]



https://www.youtube.com/watch?v=e0sfbp8diFk
https://www.youtube.com/watch?v=7_of9Y3tcUw
https://www.youtube.com/watch?v=d0hRz7RqqmE
https://www.youtube.com/watch?v=7iXqjOko7qM
https://www.youtube.com/watch?v=gbUnxUHQbmE
https://www.youtube.com/watch?app=desktop&v=0E1xMvZ6rMw
https://www.youtube.com/watch?v=AfeSopNKZ48
https://www.youtube.com/watch?v=-EStc5Xp_y0
https://www.youtube.com/watch?v=qUj481brz7s
https://www.youtube.com/watch?v=B7SiiBUVR3o
https://www.youtube.com/watch?v=owWRNuRHH04
 https://www.youtube.com/watch?v=_OPiFhpe-W4
https://www.youtube.com/watch?v=XA-Ppncx354
https://www.youtube.com/watch?v=oZkjVYf3dpc
https://www.youtube.com/watch?v=CUDrbVEuoB4
https://www.youtube.com/watch?v=mytfla7dT-4
https://www.youtube.com/watch?v=tjCXciPAgvs
https://www.youtube.com/watch?v=dbou9buZbTA
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Velocidade instan-
tinea [06:35]

Derivada num
ponto: interpreta-
¢do gréfica [06:03]

f’ é o velocimetro
de £[09:22]

Derivadas de algumas funcoes; declive da recta tangente ao grafico

num ponto

Derivada da para-
bola [07:40]

Derivadas de algumas funcoes elementares; regras de derivacao

Derivadas de fun-
¢oes elementares
[07.59]

Derivada da raiz
quadrada [06:17]

Derivacdo de so-
mas, produtos e
cocientes [02.17]

Derivada: notacao
e unidades [04:42]

Derivacao da
soma: prova
[02:11]
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Derivada num
ponto=declive da
recta tangente
[02:41]

Derivacdo do pro-
duto: prova [05:03]
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Curva suave [2.27]

Derivacao do coci-
ente: prova [04:35]



https://www.youtube.com/watch?v=qH4TcGTeK1Y
https://www.youtube.com/watch?v=5fTkoK1sYDk
https://www.youtube.com/watch?v=vHjjuyGOok0
https://www.youtube.com/watch?v=W-pxLsXGHwY
https://www.youtube.com/watch?v=fNek8-dmvio
https://www.youtube.com/watch?v=DWjZQNk4S68
https://www.youtube.com/watch?v=J6UfibPYkHs
https://www.youtube.com/watch?v=MFXeZQjh1tQ
https://www.youtube.com/watch?v=UgwPep8XskQ
https://www.youtube.com/watch?v=7VCc4kfiZCw
https://www.youtube.com/watch?v=H-vwMKKbTIw
https://www.youtube.com/watch?v=G6XKDYRZ5dc
https://www.youtube.com/watch?v=USmfdmhWT88

5. DERIVADA DA FUNGAO IMPLICITA

Derivada da funcao composta; derivada da funcao inversa

Derivada da fun- || Derivada da fun-
¢ao composta || ¢do inversa [12:20]
[05:29]
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