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Se consegues resolver, ndo penses que sabes tudo.

Se ndo consegues resolver, ndo desanimes.

Se parece fdcil, ndo resolvas de forma displicente.

Se parece dificil, néo desistas.

Percorre o teu caminho temperando o almejo com sobriedade e paciéncia.
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Capitulo 1

Conceitos de Base

1 Numeros e Aritmética

A Aritmética é uma area da matemadtica que estuda as propriedades das operacdes com ntime-
ros, como a adicao, a subtraccao, a multiplicac¢ao, a divisdo, o calculo de poténcias, de raizes,
de logaritmos, etc. E parte fundamental de uma area de estudo mais alargadada conhecida por
Teoria de Nuiimeros.

1.1 Representacdao decimal

Um numero diz-se representado na forma decimal se estd escrito como uma sequéncia de di-
gitos contendo o ponto decimaﬂ como por exemplo 12.34 ou 0.04 ou 1.333. A sequéncia de
digitos a esquerda do ponto diz-se parte inteira do nimero, designando-se a sequéncia de di-
gitos a direita do ponto por parte fracciondria (ou dizima) do nimero.

Exemplo 1.

12.34 parte inteira 12, parte fraccionéaria 0.34

0.04 parte inteira 0, parte fracciondria 0.04

A representacdo decimal de um nimero inteiro, por exemplo 25, dispensa o ponto. Pode-
riamos, no entanto, escrever 25.0, que é uma representacao equivalenteE] Nas figuras|l| e
indicam-se as designacdes das posi¢coes dos digitos relativamente ao ponto decimal.

centenas

dezenas centésimas  milésimas

/ unidades décimas \
. . — 218 7 46
milharesdemilhdo «——— 3 456 2 SK
centenas dé milhdo milhares / décimas de
décimas de

milionésima

dezenas de milhdo milésima
dezenas de milhar milionésimas

centésimas
milhGes centenas de milhar de milésima

Figura 2: Valor posicional dos digitos na dizima.
Figura 1: Valor posicional dos digitos de niimeros inteiros.

1 Também se pode usar um virgula em vez do ponto decimal. Nestes apontamentos usamos o ponto decimal.
2Nos textos de fisica e de engenharia a notacfo 25.0 representa um valor que se sabe ser maior ou igual a 24.5,
mas menor que 25.5 (resultante, por exemplo, de uma medicéo).
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1. NUMEROS E ARITMETICA 5

Representacio de nimeros por extenso

O ntimero decimal 3.456 pode escrever-se em portugués como 'trés unidades e quatrocentas e
cinquenta e seis milésimas’. Esta representacao em portugués diz-se representacdo por extenso.
Também podemos simplesmente dizer 'trés ponto quatro cinco seis’ ou 'trés ponto quatrocen-
tos e cinquenta e seis. Mas é mais claro e pratico dizer, por exemplo, o niimero 0.000006 da
forma ’seis milionésimas’ do que da forma ’zero ponto zero zero zero zero zero seis’.

Exercicio 1. Representar por extenso os seguintes niimeros.

(a) 14.256 (b)0.023 (¢)0.000023 (d) 3222247653

Solucao (a). Catorze unidades e duzentas e cinquenta e seis milésimas.

1.2 Operacoes elementares da aritmética

As operacoes elementares da aritmética (também designadas por operagdes racionais) sdo a
adicdo, a subtrac¢do, a multiplicacdo e a divisdo. Sdo opera¢des que devemos saber resolver
para perceber o seu significado nas aplicacoes praticas. Os simbolos +, —, x, + designam-se por
operadores aritméticos racionais (um operador representa uma certa operacdo). Os nlimeros
ou expressoes envolvidos numa operacao, sejam o niimero 2 e o nimero 3 envolvidos na soma
2 + 3, designam-se por operandos. O valor obtido depois de efectuada a operacdo, designa-se
por resultado da operacdo. Os operadores +, —, x, + dizem-se operadores bindrios por operarem
sobre dois operandos. O operador ‘-’ é um exemplo de um operador undrio, quando usado
sobre um s6 operando, como no caso da expressao —2.

1.2.1 Adicao e subtraccao

A ﬁgura nomeia os nimeros envolvidos numa adicdo (operandos e resultado).

Adicionador

Soma

Figura 3: Os nameros 123 e 35 também se designam por parcelas.

A figura 4] exemplifica a adicdo de niimeros na forma decimal. A operagao decorre ignorando
os pontos decimais, que sdo considerados apenas no final.
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1. NUMEROS E ARITMETICA

12.4

+ 97.8

12.4

+ 97.8

11
12.4

Alinhar as parcelas 12.3 e 97.8
pelos pontos decimais

Adicionar os digitos da coluna
mais a direita: 8 + 4 = 12;
escrever o 2 na ultima linha e
o 1
seguinte, para ser somado aos

acrescentar na coluna

digitos nessa coluna.

+ 97.8
110.2

Repetir o processo com as colunas

seguintes, considerando os digitos
transportados das colunas anteriores. O
ponto decimal do resultado é alinhado

com os pontos decimais das parcelas.

Figura 4: Adi¢do de nimeros na forma decimal.

Videos . 1, 2 (no anexo deste capitulo)

Propriedades da adicao/ subtracqﬁoﬂ[a, b e ¢ sdo ntimeros reais]

- Comutativa: a+ b=b+a

Associativa: (a+b)+c=a+ (b+¢)

Existéncia de elemento neutro (zero): a+0=a

Existéncia de inverso aditivo a+ (—a) =0

A figura[5|seguinte nomeia os nimeros envolvidos numa subtracgao.

123—>‘

Diminuendo ou aditivo

SUBTRACGCAO

235 —

88

Diminuidor ou subtractivo

~

Resto ou diferenca

Figura 5

A figura [6] exemplifica a subtrac¢do de nimeros na forma decimal. A operagéo decorre igno-
rando os pontos decimais, que sdo considerados apenas no final.

3Se considerarmos o conjunto formado pelos ntimeros negativos, juntamente com o zero e com 0s NUMeros
positivos (conjunto R), a subtrac¢do pode considerar-se um caso particular da adicdo, para efeito da validade destas
propriedades. Por exemplo, a expressdo 4 — 2 pode ser escrita como 4 + (—2).

Capitulo 1. Conceitos de Base
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1. NUMEROS E ARITMETICA 7

3.52 Alinhar o diminuende 351 e o

ﬂ diminuidor 1.46 pelos pontos decimais
1 MNa coluna mais a direita subtrair os
352 digitos respectivos. Se o digito do
- 1.46 diminuendo for menor que o digito do
6 diminuidor, entdo adicionar 10 ao digito
do diminuendo: 12-6=6. Escrever & na
linha do resto e subtrair 1 na coluna

seguinte.

3.52 Repetir o processo com as colunas
% seguintes, considerande os digitos

transportados das colunas anteriores. O
ponto decimal do resultado é alinhado
com os pontos decimais das parcelas.
Exemplo: na 22 coluna temos 5-4=1;
subtraindo o 1 que vem da 12 coluna

obtemos 0 no resto.

Figura 6: Subtracc¢do de ntimeros na forma decimal.

Videos . 3, 4 (no anexo deste capitulo)

1.2.2 Valor absoluto de um namero real

O valor absoluto ou médulo de um niimero real x, corresponde ao proprio nimero x, se este
for positivo ou se for o namero zero, ou corresponde ao seu simétrico —x, se o nimero x for
negativo. O valor absoluto de um nimero x indica-se na forma |x|. O operador mé6dulo é um
operador undrio ja que actua sobre um s6 operando.

Exemplo 2. [12| =12 |[-2.5|=—(-2.5)=2.5 0]=0

Exercicio 2. Calcular o valor decimal das expressdes numéricas.

(@) 2.367 —1.902 (b) —2.367+1.902
(©)2-(-3)+I3-4| (d) |13-6l-4+13-4]|
Solugdo @). ||3-6|-4+13-4l| = |[-3|-4+|-1]| = 3-4+1| =0] =0

1.2.3 Multiplicacao e divisao

Multiplicacdo. Uma das vantagens da operacdo de multiplicacdo envolvendo ntimeros in-
teiros, é funcionar como um abreviador de somas. Como exemplo, € mais rdpido efectuar a
operacao 7 x 5 (= 35) do que efectuar a operacdao numericamente equivalente 7+7+7+7 + 7ﬁ

4Uma sequéncia de somas designa-se por adicdo sucessiva, soma sucessiva ou somatorio.
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8 1. NUMEROS E ARITMETICA

3.52 Escrever o multiplicando 3.52 e o
ﬂ multiplicador 14.6, alinhando-os pelo
digito menos significativo.
3.52 Da direita para a esquerda, multiplicar cada
x 14.6 digito do multiplicador por todos os digitos
2112 do multiplicando; na primeira coluna temos
1408 352 x 6 = 2112; na segunda coluna temos
352 352 x 40 = 14080; na terceira coluna temos
352 x 100 = 35200.
3.52 Adicionar os produtos obtidos. O
x 14.6 numero de casas decimais do resultado
2112 é igual @ soma dos nimeros de casas
1408 decimais dos factores.
352
51.392

Figura 8: Multiplicacdo de niimeros na forma decimal.

Para podermos tirar partido desta funcionalidade é necessério conhecer a tabuada da multi-
plicagd

A figura[7]seguinte nomeia os niimeros envolvidos numa multiplicac@o.

3 MULTIPLICAGAO
115

69
85—
Figura 7: Os nimeros 23 e 35 também se designam por factores.

A figura[8exemplifica a multiplicacdo de ntiimeros na forma decimal. A multiplicacao decorre
ignorando os pontos decimais, isto €, tratando os factores como ntimeros inteiros, e colocando
o ponto decimal no resultado final obtido.

Videos . 5, 6 (no anexo deste capitulo)

Propriedades da multiplicacao [a, b e ¢ sdo nimeros reais]

- Comutativa: axb=bx a

SDeves treinar-te para saber de cor os valores das expressdes numéricas desde 1 x 1a9x 9.

Capitulo 1. Conceitos de Base Mario Abrantes




1. NUMEROS E ARITMETICA 9

Associativa: (ax b) xc=ax (b x ¢)

- Existéncia de elemento neutro (unidade): ax1=a

- Existéncia de inverso multiplicativo: a x % =1

Distributiva relativamente a adi¢do: ax (b+c)=axb+axc

Exemplo 3. Usar as propriedades da multiplicacao para demonstrar as leis seguintes.

(a+b)c=ac+bc axbxcxd=ax(bx(cxd))

As propriedades servem para simplificar e esclarecer o modo como se fazem calculos. Consi-
deremos, por exemplo, o duplo produto 2 x 3 x 4. Querendo resolver estas operagoes, por que
operador ’'x’ comecamos? Comegamos por 2 x 3, por 3 x 4, ou tanto faz? O que a propriedade
associativa acima diz é que tanto faz, isto é, podemos calcular primeiro 2 x 3 e multiplicar em
seguida o resultado por 4 - é o que significa (a x b) x ¢ - ou entdo podemos calcular primeiro
3 x 4, multiplicando depois o resultado obtido por 2 — é o que significa a x (b x ¢). O resultado
final é o mesmo.

Exercicio 3. Calcular o valor decimal das expressées numéricas.

(a)2.3x1.9 (b) 23 x0.19 (©)0.23 x0.19

Solugdo (b). 23x0.19 = 23x19x 1072 = 437 x 1072 = 4.37

Notacdo com poténcias de base 10. Poténcias de base 10 sdo niimeros na forma 10", sendo
n um numero inteiro.

Exemplo 4. Representacdo de nliimeros usando poténcias de base 10.

Capitulo 1. Conceitos de Base

10°=1 uma unidade (um)
10' =10 uma dezena (dez)
102 =100 uma centena (cem)
10 = 1000 um milhar (mil)
10°® = 1000000 um milhao (mil milhares)
102 um bilido (um milhdo de milhdes)
10'8 uma trilido (um milhao de bilioes)
1071 =0.1 uma décima (um décimo)
1072 =0.01 uma centésima (um centésimo)
1073 =0.001 uma milésima (um milésimo)
1075 = 0.000001 uma milionésima (um milionésimo)
10712 uma bilionésima (um bilionésimo)
10718 uma trilionésima (um trilionésimo)

Mario Abrantes




10 1. NUMEROS E ARITMETICA

012

Nota. Na terminologia brasileira bilhdo refere o nimero 102 , trilhdo o nimero 1 , etc; na lingua

inglesa billion refere o ntimero 10%, trillion o nimero 10'2, etc. Na terminologia brasileira bilionésima
refere o numero 1079, trilionésima o nimero 10712, etc; na lingua inglesa billionth refere o nimero
1079, trillionth o ntimero 107'2, etc. A terminologia portuguesa corresponde a chamada long scale,
enquanto as terminologias brasileira e inglesa correspondem a chamada short-scale. E preciso cuidado
com algumas traducdes portuguesas de textos em inglés, ou em portugués do Brasil, que por vezes
traduzem ’a letra’ estas expressoes, usando erradamente, por exemplo, 'um bilido’ para traduzir ‘one
billion’ ou ‘um bilhao’

O uso de poténcias de base 10 simplifica a representacdo de nimeros muito pequenos ou
muito grandes e as operacdes entre eles.
Exemplo 5. Representacao e multiplicacao de nimeros usando poténcias de base 10.
0.002=2x0.001=2x 1073
3000000 = 3 x 1000000 = 3 x 10°
10% x 102 = 1000 x 100 = 100000 = 10° = 103+2.
103 x 1072 =1000 x 0.01 =10 =10 = 1032

A operacao 0.002 x 3000000 efectua-se mais facilmente se for representada na forma
2x1073 x 3 x 10°. Fica

2x103%x3x105=2x3x1073x10%=6x 10% = 6000

Divisdo A figura[9)nomeia os operadores envolvidos numa divisao.

Dl
il ——— [

1 3

T~ DIVISAO

Figura9: D=dxgq+r < 13=4x3+1.

As figuras[10]e[11] exemplificam a divisdo envolvendo apenas niimero inteiros, habitualmente
designada por divisdo inteira.

7 | 2 . Escrever o dividendo 7 e o divisor 2

|2 Procurar o maior inteiro possivel que
multiplicado por 2 produz um resultado

< 7: obtemos o nimero 3 (cociente);
subtrair ao dividendo o produto
3x2=06: obtemos 7—6 =1 (resto).

Figura 10: Divisao inteira.

Capitulo 1. Conceitos de Base Mario Abrantes



1. NUMEROS E ARITMETICA 11

No dividendo, da esquerda para a
direita, considerar os digitos suficientes
1314 | 12 para obter um nuimero maior ou igual
1 1 ao quociente. Obtemos 13. Dividir 13

por 12; obtemos o quociente 1 e o resto
1.

Acrescentar ao resto obtido o digito

1314 |12 seguinte no dividendo, 1. O resto
11 10 obtido, 11, ndo permite efectuar uma

divisdo inteira por 12. Neste caso
acrescentamos um zero no quociente.

Acrescentar ao resto obtido o digito
12 seguinte do dividendo, 4. Efectuar a

B divisdo inteira de 114 12; ob
114 109 ivisdo inteira de por 12; obtemos o
06 quociente 9 e o resto 6.

Dividendo = Divisor x Quociente + Resto

1314 12 x 109 + 6

Figura 11: Divisao inteira.

Dados dois nimeros inteiros a e b, diz-se que b divide a (ou que a é divisivel por b), e escreve-
se b|a, se a divisdo inteira de a por b tem resto zero. Por exemplo, 30 é divisivel por 6 dado que
30+ 6 =5. O namero 6 diz-se um divisor de 30.

Exercicio 4. Indicar todos os divisores do niimero 30.

Videos . 7, 8, 9 (no anexo deste capitulo)

Afigura[12)exemplifica a divisdo de nimeros na forma decimal, por vezes designada por divisdo
real. A divisdo decorre ignorando os pontos decimais, que sdo considerados apenas no final.

Efectua-se a divisio inteira de 1314 por 12,
ignorando o5 pontos decimais. Quando o célculo
1.314 lﬂ_l! 3 estiver terminado, as casas decimals consideram-se

114 105 da forma seguinte: o ponto decimal no resto deve
0.006 ser alinhado pelo ponto dedmal do dividendo; o
nimero de casas decimais do quociente € igual ao
nimero de casas decimais do dividenda menos o
nimero de casas decimals do divisor; o nimero de
casas decimais do quociente fica3 -2 =1

Dividendo = Divisor x Quociente + Resto

1314 =012 x 108 + 0,006

Figura 12: Divis3o real.

A expressdo a+ b indica o valor exacto da divisdo de a por b (i.e., o resto associado a operacao
é zero). Por exemplo 1+ 3 representa a dizima infinita 0.3333---. A operacdo ndo termina.

Capitulo 1. Conceitos de Base Mario Abrantes



12 1. NUMEROS E ARITMETICA

Usando a operagéo efectuada na figura[12]podemos escrever
1.314+0.12~10.9.

Exemplo 6. A expressdo 12+3 =4 pode ter varios significados. Por exemplo (a) um conjunto de
12 objectos pode ser dividido em 3 grupos de 4 objectos; (b) se 3 unidades de um dado produto
custam 12€, entdo cada unidade custa 4€.

Videos . 8- 13 (no anexo deste capitulo)

Exercicio 5. Sem usar calculadora, efectuar parcialmente cada uma das divisoes até obter o resto
r indicado, e representar a operagdo efectuada na forma Dividendo = divisor x quociente +
resto.

(a)3.24+100, r =0 (b)11+12, r=0.08 (c) 1.1 +0.27, r =0.00002
(d)35.5+0.29, r=0.004 (e) 1.02 +234, r =0.084 (f) 142+13, r =0.3
Solugdo (d). 35.5=0.29 x 122.4 +0.004

Exercicio 6. Verificar que a operagdo de divisdo ndo possui nem a propriedade comutativa, nem
a propriedade associativa.

1. Mostrar com um contra-exemplﬂ que a divisdo ndo goza da propriedade comutativa.
2. Utilizar a expressdo 12 +4 + 2 para mostrar que a operacdo de diviséo ndo goza da pro-
priedade associativa, i.e., geralmente (a+ b) +~c # a+ (b+¢).
Solugdo. (12+4)+2 =3+2=15#12+(4+2) =12+2 =6

3. Notar porém que, para alguns casos, a igualdade (a+ b) +c = a+ (b+ c) évdlida. Apre-
sentar dois exemplos de niimeros a, b, ¢ que validam a igualdade.

Exercicio 7. Indicar todas as divisoes inteiras a+ b sugeridas por cada uma das expressoes.
(a) 12=4x3 (b) 8=4x2 (c) 25=5x5
Solugdo (a). 12+4 = 3 12+3 =14

Exercicio 8. Indicar as divisbes e/ou multiplicacoes sugeridas pelas perguntas.

1. Dez gramas de um produto custam 23cts. Qual o prego de um grama do produto?

2. Dez gramas de um produto custam 23cts. Quantos gramas do produto se podem com-
prar comum céntimo?

3. Um carro percorre 120 quilémetros em 4.5h. Quantas horas leva a percorrer um quilo-
metro?

4. Um carro percorre 120 quilémetros em 4.5h. Que distdncia percorre em uma hora?

Solugdo. Distancia= 120+4.5 = 26.7km/h

5. Uma hora tem 60 minutos. Quantas horas correspondem a 7200 minutos?

Um contra-exemplo é um exemplo que refuta (=nega a validade de) uma dada afirmacéo. Assim, a afirmacéo 'a
soma de quaisquer dois nimeros inteiros é maior que 100’ é refutada pelo contra-exemplo 2+5=7,dadoque 2 e 5
sdo dois ndmeros inteiros mas a sua soma nao é maior que 100.

Capitulo 1. Conceitos de Base Mario Abrantes



1. NUMEROS E ARITMETICA 13

1.2.4 Numeros Primos. Minimo Multiplo Comum. Méaximo Divisor Comum

Niimeros Primos Um nuimero primo é um nimero inteiro positivo, maior que 1, que s6 é di-
visivel por si mesmo e pela unidade. Por exemplo, 2,5,7,11 sdo niimeros primos. J& 22 nao é
um nimero primo, porque além de ser divisivel por 22 e por 1 é também divisivel por 11.

O seguinte é um importante resultado da Teoria de Ntimeros.

Teorema 1. Todo o ntimero inteiro maior que 1 pode ser representado por uma multiplicagcdo
de nimeros primos que € inica a menos da ordem dos factores.

Exemplo 7. 22 =2 x11.

2 x 11 é afactorizagdo de 22 num produto de nlimeros primos (2 e 11). Nao existe nenhum ou-
tro produto de niimeros primos cujo resultado seja 22. O produto 11 x 2 representa o nimero
22. Deste produto para o anterior s6 muda a ordem dos factores. Os nimero primos envolvidos
S30 0S mesmos.

60=2x2x3x5=2%x3x5.
2,3 e 5 530 os nameros primos envolvidos na factorizagdo em niimeros primos de 60. A menos
da ordem dos factores, ndo existe nenhuma outra factorizacao de 60 em niimeros primos.

Minimo Maltiplo Comum O namero inteiro x diz-se miltiplo do ntiimero inteiro y, se e so-
mente se y divide x. Também se diz que y é submiiltiplo de x.

Exemplo 8. 36 é multiplo de 12, e por isso 12 é submultiplo de 36, porque 36+12 = 3. O nimero
36 é também multiplo e submuiltiplo de si mesmo. Porqué?

O minimo multiplo comum de dois ntimeros inteiros x, y é o menor inteiro positivo que é mul-
tiplo simultaneamente de x e de y, e escreve-se mmec(x, y).

Exemplo 9. mmc(3,4) = 12 porque 3|12, 4|12 e 12 é 0 menor inteiro positivo que satisfaz estas
duas condi¢ées. O numero 24 é um multiplo comum de 3 e de 4, mas nao é o menor dos
multiplos comuns.

Exercicio 9. Determinar mmc(12,15).

Solugdo
1. Factorizar 12 e 15 em niimeros primos.
12=2*x3 15 =3x5
2. Ommc(12,15) obtém-se escrevendo o produto que envolve todos os factores pri-

mos de 12 e 15. Cada factor comum aos dois niimeros escreve-se com 0 maior
expoente com que aparece em cada um dos niimeros.

mmc(12,15) = 22 x3 x5 = 60.

Exercicio 10. Determinar mmc(72,44).

Solucao
1. Factorizar72 e44 em niimeros primos.

72 =23%x3% 44 =2%x11

mmc(72,44) = 23 x3%2 x 11 = 792.

Capitulo 1. Conceitos de Base Mario Abrantes



14 1. NUMEROS E ARITMETICA

Maximo Divisor Comum O mdximo divisor comum de dois numeros inteiros x, y é o maior
inteiro positivo que divide simultaneamente de x e de y, e escreve-se mdc(x, y).

Exemplo 10. mdc(18,24) = 6 porque 6|18, 6|24 e 6 é o maior inteiro positivo que satisfaz estas
duas condi¢des. Os nimeros 1,2,3 sdo também divisores comuns de 18 e de 24, mas nenhum
deles é o maior dos divisores comuns.

Exercicio 11. Determinar mdc(140,210).

Solucao
1. Factorizar 140 e 210 em nuimeros primos.

140 = 22 x5x7 210 = 2x3x5x7

2. O mdc(140,210) obtém-se escrevendo o produto que envolve todos os factores
primos comuns a 140 e 210,

mdc(140,210) = 2x5x7 = 210.

1.2.5 Prioridade das operacoes aritméticas

Uma expressio aritmética como, por exemplo, 3 + (4 —1/3)? x 23, tem 0 mesmo valor numérico
independentemente de quem a resolva. Para que todos quanto resolvam uma dada expres-
sdo aritmética possam chegar ao mesmo valor, e para que uma expressio aritmética possa
ser escrita sem ambiguidades quanto a ordem pela qual se escolhem os operadores a resolver,
estipulou-se, para além das propriedades dos operadores, uma regra de prioridades entre os
varios operadores aritméticos.

A lista seguinte indica a prioridade das operacdes numa expressado aritmética, da mais elevada
(1) para a mais baixa (4).

1. Operacoes entre parénteses.
2. Poténcias (raizes).
3. Multiplicagdes e divisdes.

4. Adicoes e subtraccdes.
Exemplo 11.

1. Resolver as expressdes entre parénteses.
Exemplo. Da expressdo (2 +5)?, estd certo dizer que tem o mesmo valor que 7°; estd
errado dizer que tem o mesmo valor que 22 + 5.

2. Resolver as poténcias (raizes).
Exemplo. Da expressdo 5 x 32, estd certo dizer que tem o mesmo valor que 5 x 9; esta
errado dizer que tem o mesmo valor que (5 x 3)2.

3. Resolver multiplicac¢des e divisdes antes de somas e subtracc¢des.
Exemplo. Da expressdo 5 x 3 + 2, estd certo dizer que tem o mesmo valor que 15 + 2;
estd errado dizer que tem o0 mesmo valor que 5 x 5.

Capitulo 1. Conceitos de Base Mario Abrantes



1. NUMEROS E ARITMETICA 15

4. A resolucdo da expressdo 15+ 3 x 2 dé o valor 10, se a divisdo for efectuda primeiro

e depois a multiplicacdo; da o valor 15/6, se a multiplicacao for efectuda primeiro e
depois a divisdo. Existe uma regra para aplicar em casos como este, no qual temos
que decidir entre operadores com igual prioridade, que diz que devemos comecar a
resolucdo pelo operador mais a esquerda. Assim sendo, come¢amos pela divisao e
o valor final é 10. Mas esta regra ndo é consensual. H4 quem leia a expressdo a/bc
como a/(bc), o que nao estd de acordo com a regra enunciada. Na duvida, quando
escrevermos uma expressdo devemos usar parénteses para evitar incertezas sobre as
operacao arealizar. Se escrevermos (15+3) x2, obtemos uma expressao cuja resolucao
ndo levanta nenhum tipo de dividas.

1.3 Fraccoes

~ 2 ~ a ., . .
Uma fracg¢do é qualquer expressdo na forma B sendo a, b nimeros inteiros e b # 0. A ﬁgura
nomeia os termos envolvidos numa fraccao.

d ———3 MNumerador
b —— Denominador

Figura 13: Designacdes dos termos de uma fraccao.

. a . ~
A expressao 7 representa 0 mesmo nimero que a expressao a -+ b.

Exemplo 12.

1.

2.

Video .

Nota. Um ntmero de dizima infinita periédica como 1.666---, também se pode representar
na forma mais compacta 1.6. Outro exemplo: 23.567567567 - -- pode escrever-se 23.567. Vere-
mos adiante que todos os nimeros de dizima infinita peri6édica podem ser representados por
fraccoes.

14 (no anexo deste capitulo)

O valor de uma fraccao nao se altera se multiplicarmos ou dividirmos o numerador e o deno-
minador pelo mesmo nimero, ndo nulo, isto é, dada a fraccdo

a
b
e um numero ¢ # 0, temos
a_axc _a+c
b bxc b+c

Exemplo 13.

(o]
(o]
|
\S)

»
»
|
\S)
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. ~  a . . oy . ~
Dizemos que uma frac¢do 7, com a, b inteiros positivos, se encontra na forma reduzida, se ndo
existe uma fracc¢do equivalente com numerador menor que a e denominador menor que b.

Exemplo 14.
: ~ 9 . 1
A forma reduzida da fraccao 77 é 3
. N 49 j 7
A forma reduzida da fraccao I é 3
. - 8 , 4
A forma reduzida da fraccao ~18 é ~3

Exercicio 12. Escrever as frac¢bes na forma reduzida.

64 18
(© —

b —
(b) 16 30

(@) g

Operacoes com fracgoes. Qual o interesse em representar niimeros por frac¢cdes? Que van-

tagens existem em escrever % em vez de 0.5? A representacdo de niimeros usando fraccoes
facilita as operacoes aritméticas. Este ponto ficard claro depois de falarmos de operacdes com

fraccgoes.

Adicao/Subtraccao de fraccoes

Exemplo 15. Efectuar operacao

Solucao

1. Para simplificar, coloca-se a segunda fraccdo na forma reduzida.
1 1
J— + —
24 3

2. Escrevem-se ambas as frac¢bes com o denominador comum igual a mmc(24,3).

[

1 1 1 8
— + — = — 4+ —
24(x1) 3(x8 24 24

3. Somam-se as fracgoes obtidas.

1 8 1+8

9
24 24 24 24

3
8

Video . 15 (no anexo deste capitulo)

“Pode escolher-se como denominador comum qualquer mdltiplo do mmc(24,3). A vantagem de se usar o
mmc(24,3) é obtermos fracgdes envolvendo menores numeradores e denominadores.
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Multiplicacdao/Divisao de fraccoes

Valem as seguintes regras operatdrias para a multiplicacao e divisao de fraccdes.

ac

a_ ¢
E X E = ﬁ (1.1)
a,c_a d_ad (1.2)
b d b ¢ bc
Exemplo 16. Efectuar a operacdo
3.7
5 4
Solucgdo
3 7 3x7 21
574 5x4 20
Exemplo 17. Efectuar a operacdo
3.7
5 4
Solucao
3.7 3 4 12
54 57 35

Video . 16 (no anexo deste capitulo)

Vantagem da representacao de niimeros por fraccoes.

A representacdo de ntmeros por fraccoes é muito conveniente para a resolucao de algumas
operacoes aritméticas. Por exemplo, a soma
1 1
— + —
2 5
é facilmente efectuada usando as notacoes decimais correspondentes as parcelas.
1 1
-+-=0.5+0.2=0.7
2 5
Nao hé vantagem operacional em efectuar esta soma usando frac¢oes, em vez de notacao de-
cimal. O mesmo néo acontece com a operagio
67 49
_— + J—
99 99
que é facilmente efectuada usando a soma de fraccoes
67 49 _ 116
99 99 99
enquanto a mesma operacgdo, usando a representacdo decimal das parcelas envolvidas, nao
pode ser efectuada da forma usual, pois estas tém um nimero de digitos infinito,

67 49
— + —=0.676767---+0.494949---
99 99

Uma dificuldade andloga surge se quisermos multiplicar ou dividir estes nimeros usando a sua
representacao decimal.

)

Videos . 17, 18 (no anexo deste capitulo)

Capitulo 1. Conceitos de Base Mario Abrantes
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1.3.1 Percentagens

Suponhamos a seguinte situacdo. O senhor Lopes ganha 1500 euros por més e gasta 25% (por
extenso escreve-se 'vinte e cinco por cento’) dessa quantia para pagar a renda da casa. Qual o
valor desta renda?

A expressao 25% significa 25 partes em cada 100 ou 25/100 = 0.25. Por cada 100 euros de salario
o senhor Lopes gasta 25 euros no pagamento da renda. Como o saldrio é de 1500 = 15 x 100
euros, entdo a renda deve ser 25 x 15 = 375 euros. O valor da renda pode ser calculado da
forma:

1500 25
25x15 = 25 x —— = —— x 1500 = 25% x 1500 = 375.
100 100
Em resumo, podemos afirmar que, dado um ntimero x, ‘x%’ representa o valor numérico da ex-

pressdo 1g5; dados dois niimeros x e y, ‘x% de y’ corresponde ao valor numérico da expressao

X
To0 * V-

Videos . 19, 20 (no anexo deste capitulo)

O uso de percentagens permite tornar mais expressiva a comparacao entre duas grandezas.

 Numa afirmacao do tipo 'x € igual 45% de y’ (ver figura[14) estamos a considerar que
x/y vale 0.45, i.e., x é um pouco menor que metade de y. Analogamente, se dizemos
que 'z é igual a 85% de y’, ficamos a saber que z/y vale 0.85, o que significa que z é
um pouco menor do que y.

* Saber que o custo de uma viagem de combébio entre duas cidades A e B passou de 23
para 25.76 euros, e que o custo da viagem entre as cidades C e D, num combéio da
mesma empresa, passou de 47 para 52.64 euros, fornece uma informacdo menos clara
do que saber que a empresa resolveu aumentar os precos em 12%, que é a condi¢do
que leva a variacdo de precos indicada (verificar!).

100%

I=B5%Y

X=45%Y

0%

Figura 14: As percentagens permitem comparar facilmente duas grandezas.

Exercicio 13. Escrever o valor decimal correspondente as expressoes.

1. (a) 33% (b) 3.3% (¢) 8.5% (d) 0.2% (e) 0.008%

Solugdo (d). 0.2% = & = 0.002

(a) 33% x 25 (b) 12% x 3.43 (c) 8.5% x 8.5% (d) 0.2% x23+11

Solugdo (d). 0.2% x23+11 = 22 x23+11 = 8 +11 = 11.046
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Exercicio 14. Escrever os valores em percentagem que sdo equivalentes as expressoes.

(a) 0.23 (b) 1.2 (c¢) 8.5 (d) 0.000034 (e) 1234

Solugdo (c). 8.5 = x% = 8.5 = on = x = 8.5x100 = 850
= 8.5 = 850%

Exercicio 15.

1. (a) 22, que percentagem é de 362 (b) 36, que percentagem é de22?

Solugdo (b). 33 =~ 1.64 = {35 = 164%.

2. (a)2.52, que percentagem é de 36? (b) 36, que percentagem é de2.52?

3. Que valores correspondem a (a) 10% de5; (b) 100% de 5; (c) 1000% de 5; (d) 10000% de
52

~ _ 1000 _
Solucgdo (c). 1000% x 5 = oo X5 =50

4. Mostrar que x% de y é igual a y% de x.

5. Se25% de y equivale a %y, qual o valor de y?

1.4 Proporcionalidade directa e inversa

Consideremos o seguinte problema. Um trabalhador leva 1.5/ a descarregar 26 sacos de um
camido. Quanto tempo leva o mesmo trabalhador a descarregar 31 sacos?

Nada sendo dito em contrério, supde-se que o trabalhador leva o mesmo tempo para descarre-
gar cada um dos 26 sacos, e que mantém o ritmo de trabalho na descarga de 31 sacos. Podemos
resolver este exercicio da forma seguinte:

1. Calcula-se o tempo #; que o trabalhador gasta a descarregar um saco: t; = 1.5horas+
26sacos = % horas por saco;

2. Multiplica-se este tempo pelo niimero de sacos, 31, obtendo-se o tempo ¢ pretendido:
t= % horas/saco x 31sacos = 1.79 horas (aproximadamente 107 minutos, ou 1
hora e 47 minutos).

Este célculo é o mesmo que se realiza recorrendo a um esquema de regra de trés simples.

1.5 horas -—= 26 sacos
t horas -——= 31 sacos
Obtemos para ¢ o valor ¢ = 1'52231 = % x 31, no qual se pode reconhecer a multiplicacdo do
tempo gasto na descarga de cada saco, %, pelo niimero de sacos, 31.

Designando por x o nimero de sacos descarregados, podemos escrever uma férmula que rela-
ciona o tempo t gasto na descarga de x sacos, qualquer que seja x.

1.5horas - 26 sacos

t horas - X sacos
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Obtemos arelacdo ¢ = %x. Esta igualdade é um exemplo de uma fungdo: x representa um va-
lor que conhecemos e ¢ um valor que queremos conhecer. Neste caso, conhecendo o ntimero
de sacos x a descarregar, ficamos a saber o tempo total da descarga substituindo esse valor na
equacao e calculando ¢, sem necessidade de construir o esquema da regra de trés simples de
cada vez que queremos calcular um tempo de descarga.

Aigualdade t = %x é equivalente a )—[C = 12—'5. O valor do cociente ?[c diz-se taxa de variacédo de
t com x. Esta taxa é constante neste problema. Isto significa que se x duplicar, por exemplo,
também ¢ duplica; se x for reduzido a um terco, também ¢ é reduzido a um terco (porqué?).
Quando duas grandezas se relacionam desta forma, dizemos que sdo directamente proporcio-
nais. O grafico da fun¢do é uma recta que contém a origem do referencial.

S6 é vélido usar regras de trés simples para resolver problemas que envolvem grandezas direc-
tamente proporcionais. Um caso em que nao € valido fazé-lo acontece no exemplo acima, se
considerarmos que o trabalhador vai ficando cansado a medida que a descarga avanca, o que
faz com que o tempo que leva a descarregar cada saco seja superior ao tempo de descarga do
saco anterior. Suponhamos que o trabalhador leva 7 minutos a descarregar os dois primeiros
sacos e 8 minutos para descarregar os 3° e 4° sacos. Neste caso jd ndo podemos dizer ‘se leva 7
minutos para descarregar dois sacos, entdo leva 14 minutos para descarregar 4 sacos’. De facto
leva 7 + 8 = 15 minutos a descarregar os 4 sacos.

Consideremos agora outro problema. Trés trabalhadores levam 1.5/ a descarregar um camiao.
Quanto tempo levam cinco trabalhadores para fazer o mesmo trabalho? Nada sendo dito em
contrério, supde-se que os trabalhadores trabalham todos ao mesmo ritmo entre si, ndo im-
portando quantos estejam a trabalhar. Podemos ser tentados a resolver este exercicio usando
uma regra de trés simples.

1.5 horas - 3 trabalhadores

t horas - 5 trabalhadores

Obtemos para t o valor t = 153—XS = 2.5 horas, que é um resultado absurdo, porque 5 trabalhado-

res devem descarregar o camido em menos tempo do que 3 trabalhadores. Por que é incorrecto
tentar resolver este problema com esta regra de trés simples? Porque as grandezas ‘tempo’ e
‘nimero de trabalhadores’ ndo sdo directamente proporcionais. Se o fossem, entdo quando
aumenta uma delas deveria também aumentar a outra. Ora ndo é isto que esperamos. O que
esperamos é que um aumento do nimero de trabalhadores corresponda a uma diminuicao do
tempo de descarga.

O modo de resolver este problema é o seguinte. Se 3 trabalhadores descarregam o camido em
1.5 horas, entdo cada trabalhador descarrega 1/3 da carga do camido em 1.5 horas. Temos aqui
uma proporcionalidade directa entre a quantidade de carga descarregada por cada trabalhador
e o tempo que essa descarga leva a cumprir-se. Se forem 5 trabalhadores a fazer a descarga,
trabalhando todos ao mesmo ritmo, cada um deles deve descarregar 1/5 da carga do camido.
Queremos calcular o tempo que um trbalhador leva a descarregar 1/5 da carga. A regra de trés
simples correspondente é a seguinte:

1.5horas —-—— 1/3 dacarga
t horas -—— 1/5 da carga
Obtemos para ¢ o valor ¢ = ”?731'5 =123 — 1 4.5=0.9 horas (54 minutos).
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Podemos escrever a expressdo de uma funcdo que relaciona o tempo de descarga, ¢, com o
nuamero de trabalhadores, x: t = %. Esta igualdade pode ser escrita na forma tx = 4.5, cujo
signigicado € o seguinte: o produto do tempo ¢ de descarga do camido pelo ntimero x de tra-
balhadores envolvidos é constante, para qualquer par de valores ¢, x que satisfaca a igualdade.
Dizemos por isso que as grandezas t e x sdo inversamente proporcionais (se uma delas au-
menta, entdo a outra diminui para manter o produto constante). Uma func¢do da forma ¢ = %
é representada graficamente por uma hipérbole, sendo que nenhuma das grandezas envolvidas
se pode anular.

1.5 Conjuntos de niimeros

Ao longo do nosso curso vamos usar varios conjuntos de niumeros. O conjuntos designam-se
geralmente por letras maitisculas, podendo os seus elementos representar-se separando-os por
virgulas e colocando a sequéncia obtida entre chavetas. Por exemplo, a expressao A = {1,2,3}
define A como o conjunto cujos elementos sdo os nimeros 1, 2 e 3. Ha alguns conjuntos su-
ficientemente importantes (por serem muito utilizados) para serem designados por simbolos
proprios, que sdo usados para referir apenas esses conjuntos. Indicamos a seguir os mais co-
muns.

1. Conjunto dos nidmeros naturais. Representa-se pelo simbolo N e corresponde ao
conjunto dos ntimeros inteiros positivos.

N=1{L,2,3, -}

Ha certos autores que incluem o zero neste conjunto. Neste texto, o simbolo usado
quando queremos considerar também o zero é Ny, i.e., Ny ={0,1,2,3,---}.

2. Conjunto dos nimeros inteiros. Representa-se pelo simbolo Z e corresponde ao
conjunto constituido pelos nimeros inteiros positivos, pelos nimeros inteiros ne-
gativos e pelo zero (o zero ndo tem sinal).

Z:{"',_Z;_]-;Oy]-)zy'“}

Para referir apenas os inteiros negativos (positivos) usa-se o simbolo Z~ (Z1). Para
referir os inteiros negativos (positivos) juntamente com o zero, usa-se o simbolo Z;
(Zar ), etc. Como é fécil verificar, o conjunto dos nimeros naturais estd contido no
conjunto dos nimeros inteiros. Matematicamente escreve-se esta relagdo da forma
N c Z, que se 1é€ N estd contido em Z. Também se pode escrever Z > N, que se 1é Z
contémN.

3. Conjunto dos nimeros racionais. Representa-se pelo simbolo @ e corresponde ao
conjunto dos niimeros que se podem representar na forma de fraccdes, como por
exemplo % e —% (o termo racional vem de razdo, que na terminologia da matemaética
significa divisdo).

@={%:a,b€Z,b¢0} (1.3)

E imediato verificar que todos os ntimeros inteiros sdo também nimeros racionais.
Exemplos: (i) o nimero 4 pode representar-se pela fraccao 4 pela fracc¢do g, etc; (i)

—-16 32
1

o niimero —16 pode representar-se pelas fraccoes , =5, etc; (iii) o numero 0 pode

representar-se pelas fraccoes g, _%, etc.

Podemos escrever Z c Q. Por ser também N c Z, podemos escrever N c Z < Q. Usa-
se o simbolo Q™ (Q%) para referir apenas os nimeros racionais negativos (positivos);
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usa-se também o simbolo Qo (Q)ar ) para referir os nimeros racionais negativos (posi-
tivos), juntamente com o zero.

4. Conjunto dos ndmeros reais. Representa-se pelo simbolo R e corresponde a unido
do conjunto dos niimeros racionais com o conjunto dos niimeros irracionais. Ntimero
irracional é todo o nimero que ndo pode ser representado como uma fracgio, i.e., é
um nimero que nio pertence ao conjunto Q Exemplos deste ntimeros sdo v/2, o
numero e (= 2.72), o namero 7 (= 3.14), etc. Como se sabe que estes nimeros ndo sao
representdveis por uma fraccao? Existem demonstracdes matemadticas desses factos.
Existem ntimeros dos quais ndo se sabe se sdo racionais ou irracionais, como por
exemplo (7 —e) e (m + e). O conjunto dos niimeros irracionais ndo tem um simbolo
para o designar. Escreve-se

R=Qulrracionais,
sendo 'U’ o operador de reunido de conjuntos. E vélida a relacioNc Z c Q c R.

5. Conjunto dos niimeros complexos. Representa-se pelo simbolo C e é o conjunto
de todos os niimeros da forma z = a + i b, sendo a, b nameros reais quaisquer e i,
a unidade imagindria, é tal que i> = —1. O conjunto R est4 contido no conjunto C,
porque fazendo b = 0 obtemos o nimero complexo z = a, que pode tomar qualquer
valor real. E vdlida a relacgioNcZcQcRcC.

1.6 Poténcias

1.6.1 Poténcias de expoente inteiro

Uma poténcia de expoente inteiro positivo, como por exemplo 43 (ver figura[15), ¢ uma abrevi-
atura para a expressao 4 x 4 x 4.

g [ |

POTENCIAGAD

Figura 15: Designacdes dos termos de uma poténcia.

De um modo geral temos

ab: axax---xa
N—_————

'a’ aparece 'b’ vezes

se b for um ndmero inteiro positivo. Quando se escreve a” estd-se a indicar uma operacio
de potenciacdo. Quando se calcula o valor de a” na forma decimal, estd-se a efectuar uma
operacao de potenciacao.

8A palavra irracional, devido ao prefixo de negacio ir-, significa literalmente que ndo é racional, isto é, que nio é
representavel por uma divisao de inteiros.
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1.6.2 Operacdes com poténcias

A representacdo de nameros reais usando poténcias € 1til porque algumas opera¢ées sdo resol-
vidas de modo mais eficiente se os nlimeros estiverem nesta forma. Apresentamos de seguida
as propriedades de algumas operagdes com poténcias. Todas estas propriedades sdo também
validas para poténcias de expoentes ndo inteiros, desde que as bases sejam ndo-negativas (i.e.,
pertencam a R}).

Multiplicacao e divisdao de poténcias. Estas sdo algumas regras operatérias relevantes na
multiplicacdo e divisao de poténcias.

Exemplo 18. Multiplicacdo de poténcias com o mesmo expoente.

A3x282 = (Ux4x)x(2x2%x2)=(Ax2)x(4x2)x(4x2)=(4x2)>3

b

De um modo geral temos a” x c? = (ao)?.

Exemplo 19. Multiplicacao de poténcias com a mesma base.

BT =TxTxDx@xTN=TxTxTxTx7) =73

De um modo geral temos a” x a¢ = a’*¢.

Exemplo 20.
(4)3 4 4 4 4x4x4 43
— = — X - X-—=— = —
5 5 5 5 5x5x5 53
a\® a‘
De um modo geral temos [ —| = —.
8 (b) be
Exemplo 21.
3
4_3:(5) =93
23 2

a® (a\°
De um modo geral temos — = (—) .
bC
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Exemplo 22. Divisdo de poténcias com a mesma base.

75_7x7x7x7x7_7x7x¥~x4+¥_75_3_72
T T TxTx7 =7 B
b

a _
De um modo geral temos — = al=¢.
a

As duas regras operatdrias seguintes sdo consequéncia das regras para a multiplicacao e divisdo

de poténcias, atrds apresentadas.

(1.4)

(1.5)

Exemplo 23. Poténcias com expoentes negativos.

3
73;75:7_:7375:772:_
) 75 72

De um modo geral temos a’l= 7
a
Exemplo 24. Poténcias com expoente nulo.
73
1=72+7%=—=733=7°

73

De um modo geral temos a® = 1, com a #0.

Video . 21 (no anexo deste capitulo)

1.7 Radicais

Um radical (ou raiz) é uma expressao da forma {/a, sendo n um inteiro positivo. A expressio

n
Valeé-se raiz indice n de a (ﬁgura e é tal que ({’/ﬁ) =a.

Simal de radical
/64
indice do radical jou indice da raiz). 6
E um nimero inteiro positivo.

Radicando: tem que ser um ndmere ndo-negative
se o indice do radical & par.

Figura 16: Designacoes dos termos de um radical.

Mario Abrantes
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Exemplo 25. Raiz de indice n de um ntimero.

Va=b = p" =
V8 =2 = 23 =
vV-32=-2 = (-2)°=-32
Va9 =7 = 7 =49
Exemplo 26. Designacdes de algumas raizes de nimeros.
Va=»b lé-se b éraiz indicende a
V8 =2 lé-se 2 éraiz ctibica de 8
V-32=-2 le-se —2 éraiz quinta de —32
V49=7 1é-se 7 éraiz quadrada de 49

Observacoes.
1. Normalmente omite-se o indice da raiz quando este € igual 2.

2. A expressdo {/a, com n par, representa um nimero real apenas quando o radicando a ndo é
. A . = ~ - . ~ 2
negativo. Por consequéncia, ndo sdo niimeros reais as expressoes v/—4, v—6, V/—1.

3. Vimos acima que V/49 = 7 = 72 = 49. Mas também se verifica (—7)? = 49. Por isso se diz que
7 e —7 sdo as duas raizes quadradas de 49. A notacdo v49 reserva-se para a raiz quadrada
positiva do nimero 49, i.e. V49 =7.

4. Por defini¢do de raiz n-ésima de um nimero, podemos considerar que va = a. Porqué?

O célculo daraiz de indice n (ou raiz enésima) de um ntimero, também se designa por extracgéo
da raiz de indice n do ntimero. A designacdo geral para a operacdo de extraccado de raizes é
radiciagdo.

1.7.1 Propriedades daradiciacao

Estas sdo algumas regras operatdrias relevantes com radicais.

1. Vbxc=Vbx ¢

2 (3=

3. Vam=Wa)™
4. \Va="Va
Exemplo 27.

1.
V64=v8x8=v8xV8=2x2=4
De um modo geral temos

Vbxc=vVbx {/c.
2.

9 V9 3

De um modo geral temos
b b
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3. Atendendo a que 64 = 43, temos

Vea=Va3=(Va3=23=8

De um modo geral temos

vam=(val

m

4. Atendendo a que 8 = V64, temos

V8= ved= "V6a=6a=2

De um modo geral temos

Vva=va

1.7.2 Radicais escritos sob a forma de poténcias

~ m
Vamos mostrar que se a =0, m,n € Z, n > 0, as expressoes v a™ e a» representam o mesmo
nuamero.

Exemplo 28.

Consideremos a expressao V/52. Sabemos que o cubo desta expressdo é igual a 5, i.e.
3
(\3/52) = V/52 x V/52 x {/52 = 52, (1.6)

2
Se na expressdo anterior substituirmos v/52 por 53 e usarmos a regra do produto de
poténcias com a mesma base (ver exemplo[19} pg. [23), temos

3
(5ﬂ 5ty sty ogielel g8 o2 a7

Na expressdo (1.7) usou-se, com expoentes ndo inteiros, a regra operatéria de poténcias indi-
B ~ .2 2 2 N
cada na férmula , pg- ‘ somando os expoentes na expressao 53 x 53 x 53. Atendendo as
~ . 3 2 ,
expressoes li e (1.7), verificamos que V52 e 53 se comportam como sendo 0 mesmo nimero,

uma vez que o seu cubo é o mesmao.

Videos . 22, 23 (no anexo deste capitulo)

1.8 Logaritmacao

O logaritmo na base b de um nimero a >0, com b >0, b # 1, ¢ um nimero denotado porlog;, a
que representa o expoente a que se deve elevar a base b para obter a (ﬁgura ﬂ A operacao
de célculo de um logaritmo designa-se por logaritmagdo:

logya=c e b°=a, a>0,b>0,b#1.

9As condigdes a > 0 e b > 0 sdo necessdrias quando se quer trabalhar com logaritmos que tomam apenas valores
reais.
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log,32=5

/N

Loagaritmando: & um nimero positivo
Base de logoritmo: é um ndmero ga pos

positivo, diferente de 1.

Figura 17: Designacdes dos termos de um logaritmo.

O logaritmo na figura[17|1é-se 'logaritmo de 32 na base 2", e é igual a 5.

Exemplo 29. Caélculo de alguns logaritmos.

log;(100 =2 significa 10% = 100
1
log,2 = 2 significa 47=V4=2
1 1
log, - =-1 significa 27l=—
82 2 g 2
log,;0.01 =2 significa 0.12 = 0.01

Exercicio 16.

1. Determinar os valores dos logaritmos.

(a) log;,10° (b) log;5° (c) log, 4° (d) log, V2
1 1
(e) log, ; 100 (f) logs 5 (g) log, 56.25 (h) logi 2

Solugao (f). logs % = ¢ significa5° = é =571, e porisso c = logs % =-1
2. Determinar os argumentos x dos logaritmos.
1
(a) logzx=2 (b) logs x =1.5 (c) logsx=1 (d) log, x = 1

Solugao (b). logs x = 1.5 significa x = 5'°
3. Determinar as bases b dos logaritmos.
(@) log,16=2  (b)log,125=5  (c)log,10=0.1  (d) log,e*=2

Solugdo (d). log,e* =2 b*=e*ob=e

O célculo do logaritmo log;, a corresponde a resolucdo da equacdo na incognita x,
log, a = x, que é equivalente a equacdo b* = a. Podemos usar esta tltima equagao para obter
valores aproximados de logaritmos.

Exemplo 30. Determinar os intervalos [k, k + 1], com k inteiro, que contém os valores dos
logaritmos.

(a) log,,8 (b) log,,55 (c) log;,300 (d) log,34.5
(e) log, ;2 (f) logs12.3 (g) log, 57 (h) log,12

Solugdo (b). log,,55 = x. Sabemos quelog,,55 = x © 10* = 55. Usando o facto da fungdo
10% ser crescente (falaremos desta funcdo adiante no nosso curso), substituimos sucessivos
valores inteiros na varidvel x de modo a enquadramos o valor 55.

x=1=>10"=10'=10<55
x=2=10"=10%>=100>55
Como 10 < 55 < 100, entdolog;, 10 < log,,55 <log,;,100 < 1<log,;,55<2.
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1.8.1 Propriedades dos logaritmos

Estas sdo algumas regras operatdrias com logaritmos.

log, (a x c) =log;, a+log;, c (1.8)
logbg =log,a—log,c (1.9)
log, a® = c xlog, a (1.10)
b8 = g (1.11)

Exemplo 31.
1. Logaritmo de um produto.
log,(8 x 4) =log,8+log,4=3+2=5
De um modo geral temos
log; (a x c¢) =log, a +log, c.

Por causa desta propriedade, costuma dizer-se que o logaritmo transforma produtos, ax c,

em somas, log; a +log,, c.

2. Logaritmo de um quociente.

logzg =log,8-log,4=3-2=1
De um modo geral temos
log;, % =log, a—log;,c.
Por causa desta propriedade, costuma dizer-se que o logaritmo transforma divisdes, %,

em subtraccgoes, log;, a —log, c.

3. Logaritmo de uma poténcia.

log,4%> =3 xlog,4=3x2=6
De um modo geral temos
log, a® = ¢ xlog,, a.
Por causa desta propriedade, costuma dizer-se que o logaritmo transforma poténcias, a°,

em multiplicagdes, ¢ x logy, a.
4. Vale também a igualdade
blogb a—g

Por exemplo,

31089 =32 =9,

A natureza simplificadora do operador logaritmo, revelada por estas regras, faz com que este
operador apareca 'por toda a parte’ na matemadtica. Vamos demonstrar a propriedade referida
no ponto 2 do exemplo[31]

Capitulo 1. Conceitos de Base Mario Abrantes



2. EQUACOES E INEQUAGOES 29

Prova. (da propriedade log;, ¢ =log;, a—log), )
Sejalog;, a = x elog, c = y. Usando a definicao de logaritmo podemos escrever

log,a=x=a="b" log,c=y=>c=D.

e por isso
log, & = log, =
og, — =log;, —.
8b 7, 8b 7y
Usando a regra da divisdo de poténcias com a mesma base, podemos escrever
X
p_ by
by
obtemos

bx
log;, % =log, I log, b = x—y =log, a—-log,c.

__log.a
~ log.b*

Exercicio 17. Sejam b, ¢ dois niimeros positivos, com b # 1. Mostrar quelog;, a

Video . 24 (no anexo deste capitulo)

2 Equacoes e inequacoes

Equacdes. Uma equacdo numérica é uma igualdade em que ambos os membros sdo expres-
sOes numéricas contendo um ou mais termos, geralmente letras, que representam valores des-
conhecidos (incdgnitas).

Exemplo 32. Exemplos de equagoes.

2x+3=5 equacgdo na varidvel x (1.12)

2x+3y=-3x equagdo nas varidveis xe y

Uma equacio transforma-se numa igualdade numérica verdadeira sempre que as incognitas
sdo substituidas por valores que tornam iguais os dois membros da equacgdo. Tais valores das
incégnitas designam-se por solugdes ou raizes da equacao.

Exemplo 33. x =1 é uma solugdo (neste caso a tinica solugdo) da equagdo (1.12), porque substi-
tuindo x por 1 na equagdo obtemos a igualdade verdadeira2 x 1 +3 =5.

Uma equacao cuja igualdade é verificada para qualquer valor da incégnita, designa-se por
identidade.

Exemplo 34. Aigualdade (x+1)? = x*+2x+1 é uma identidade (porqué?). Por vezes representam-
se as identidades usando o simbolo =" em vez de ‘=), para salientar que as igualdades em causa
sdo identidades. Assim, a igualdade anterior pode escrever-se (x + 12=x2+2x+1. A igualdade
x+ 1 =3 ndo é uma identidade porque ndo é verdadeira para todos os valores de x.

Uma equacgdo pode ter uma solucdo, nenhuma solugdo ou vérias solu¢ées. Uma equacao que
tem uma ou mais solucées, diz-se possivel ou resoliivel. Uma equacdo que nao tem solucoes,
diz-se impossivel ou irresolivel. Uma equacdo diz-se possivel e determinada se tem uma s6
solucao; diz-se possivel e indeterminada se possui mais de uma solucao. O conjunto de todas
as solucoes de uma equacao designa-se por conjunto solugdo da equacao.
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Exercicio 18. Nas trés equacoes seguintes hd uma que tem uma sé solucao, outra que nao tem
solucdes e ainda outra que tem infinitas solugdes. Identificar estes trés casos.

(a)x+3=-3 b)x+1=x+1 @x+1=x+2

Solugéao (b). A equagdo x +1 = x + 1 tem por solugdes todos os niimeros reais (é
uma identidade). Tem, por isso, infinitas solugoes.

Resolver uma equacao é determinar todas as suas solucoes. Existem equacoes de vérios tipos,
cada um deles requerendo estratégias proprias de resolucdo. H4, no entanto, um conjunto de
principios (técnicas de resolucao) e de conceitos que se usam, seja qual for o tipo de equacao
considerado.

Um desses conceitos é o de equivaléncia de equacdes. Duas equacgdes dizem-se equivalentes se
tém as mesmas solugdes. Por exemplo, as equagdes ¥’ =1le(x—1)(x+1)=0sd0 equivalentes,
sendo o conjunto solucao de ambas {—1,1}.

Exercicio 19. Mostrar que as equacoes (x*+1)(x-1)=0ex—1=0sd0 equivalentes no con-
junto dos nimeros reais

Para resolver uma equagao, esta é sucessivamente transformada em outras equacdes equiva-
lentes, até se obter uma equacao que permita fazer uma leitura facil das solucoes.

= 5(2+2x) _
Exemplo 35. Resolver a equagdo ===~ =2x—6.

5(2+2x)
———=2x-6©52+2x)=3(2x-6) (1.13)
< 10+10x=6x—-18 (1.14)
© 10x—-6x=-10-18 (1.15)
©4x=-28 (1.16)
ox= 2 1.17)

x=— .
4

o x=-7 (1.18)
No exemplo acima partimos da equacao @ = 2x — 6, cuja forma nao torna imediato sa-

ber quais sdo as raizes da equac¢ao. Podiamos procurar as raizes por tentativa e erro, mas seria
um trabalho bastante demorado. O que se fez foi usar sucessivas transformacoes de equiva-
léncia, até obter a equacdo x = —7, que deixa claro que a equagdo tem como Unica raiz —7.
Uma transformacéo de equivaléncia é uma transformacao de um, ou ambos, os membros de
uma equagdo, que ndo muda o conjunto solucdo desta. As transformacdes de equivaléncia sdo
essencialmente de 3 tipos e resultam dos trés principios de equivaléncia seguintes.

1° Principio de equivaléncia: Multiplicando ambos os membros de uma equagdo por
uma mesma expressao (ndo nula), obtém-se uma equagdo equivalente a primeira. Na
solucdo da equacdo acima, a aplicacado deste principio ocorreu, por exemplo, na ob-
tencdo da equacao —multiplicou-se ambos 0os membros da equacao inicial por
3.

10ge considerarmos o conjunto dos niimeros complexos, C, que é mais amplo que o conjunto dos niimeros reais,
R, as equagoes deixam de ser equivalentes porque (x2 + 1)(x — 1) = 0 admite em C, para além da raiz real x = 1, as
raizes —v—1 e v—1, que ndo sdo ntimeros reais.
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20 Principio de equivaléncia: Substituindo numa equacdo uma expressdo qualquer
por outra expressdo equivalente, obtém-se uma equagdo equivalente a primeira. Na
solu¢do da equacdo acima, a aplicacdo deste principio ocorreu, por exemplo, na ob-
tencao da equagao(l.14) - relativamente a equagao (1.13), o primeiro membro 5(2 +
2x) foi substituido pela expressao equivalente 10+ 10x e o segundo membro 3(2x —6)
foi substituido pela expressao equivalente 6x — 18.

3¢ Principio de equivaléncia: Se um membro de uma equagdo é a soma de duas ou
mais expressoes, obtém-se uma equagdo equivalente a primeira passando para o outro
membro uma qualquer dessas expressoes com o sinal trocado. Na solucdo da equa-
¢do acima, a aplicacdo deste principio ocorreu, por exemplo, na obtencado da equa-
¢ao(L.15) - relativamente a equacao (1.14), a parcela 10 passou do primeiro membro
para o segundo com o sinal trocado; a parcela 10x passou do segundo membro para
o primeiro com o sinal trocado.

Exercicio 20. No exemplo indicar quais dos trés principios foram usados para obter as

equacoes (1.16), (1.17), (1.18).

Solugdo para a expressao (1.17). Aplicou-se a o 1° principio de equivaléncia,

multiplicando-se ambos os membros pela expressdo 1/4.

Videos . 25, 26, 27, 28 (no anexo deste capitulo)

Inequacgdes. Uma inequagcdo numeérica é uma desigualdade em que ambos os membros sdo
expressOes numeéricas contendo um ou mais termos, geralmente letras, que representam valo-
res desconhecidos (incdgnitas). Os sinais que relacionam os dois membros de uma inequacao
podem ser

> (maior que),
= (maior ou igual a),
< (menor que),

< (menor ou igual a).

Notar que, por exemplo, a < b é uma expressdo verdadeira quando a € menor que b, ou quando
a éigual a b. E falsa quando a é maior que b. Analogamente para a = b, trocando ‘menor’ por

‘maior’.

Exemplo 36. Exemplos de uso dos operadores relacionais >,=, <, <.

2<3 é uma expressio verdadeira; 2< -2 é uma expressio falsa
3>2 é uma expressao verdadeira; 2>3 é uma expressao falsa
3=3 é uma expressao verdadeira; 3>3 é uma expressao falsa
3<3 é uma expressao verdadeira; 3<3 é uma expressao falsa
2<3 é uma expressao verdadeira; 3=<2 é uma expressao falsa
4=3 é uma expressao verdadeira; 3=4 é uma expressao falsa
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Exemplo 37. Exemplos de inequacoes.

2x+3>5 inequagdo na varidvel x (1.19)

X2 —2x+1-y<2x+2y inequacdo nas varidveis xe y

Uma inequacgao transforma-se numa expressdo verdadeira sempre que as incognitas sao subs-
tituidas por valores que tornam verdadeira a relacdo numeérica resultante. Tais valores das in-
cognitas designam-se por solucdes da inequagio.

Exemplo 38. x =2 e x = 3 sdo duas das solugbes da inequagdo (1.19), porque substituindo x
por 2 obtemos a desigualdade verdadeira 7 > 5 e substituindo x por 3 obtemos a desigualdade
verdadeira 9 > 5; x = 0 ndo é uma solugdo da inequagdo (1.19), porque substituindo x por 0
obtemos a relagdo falsa 3 > 5.

Tal como para as equagdes, uma inequacao pode ter uma solu¢do, nenhuma solugéo ou vérias
solucdes, valendo também para as inequagdes os qualificativos possivel, impossivel, possivel e
determinada, possivel e indeterminada definidos para as equacdes.

Exercicio 21. Identificar, nas trés inequacoes seguintes, qual a que tem uma so solugdo, qual a
que ndo tem solugoes e ainda qual a que tem infinitas solugoes.

(@) x+3>-3 b)2=<2+|x| @x+1>x+2

Solugdo (c). Ainequagdo x +1 > x + 2 é impossivel, porque ndo existe nenhum valor de x,
tal que a soma desse valor com 1 seja igual a soma desse valor com 2.

A resolucdo de inequacdes faz-se de uma forma andloga a usada na resolugdo de equacdes.
Obtemos uma sequéncia de inequagdes equivalentes, até se ter uma inequagdo numa forma
suficientemente simples para que as solucoes possam dela ser lidas. Aplicam-se os mesmos
principios de equivaléncia que se usam na resolucao de equacdes, com uma ressalva. Na apli-
cacao do primeiro principio de equivaléncia, se a expressdo pela qual se multiplicam ambos os
membros da inequacao for negativa, a orientacdo do operador relacional muda. Como exem-
plo, se multilicarmos ambos os membros da desigualdade verdadeira 4 < 5 por —2, obtemos
arelacdo falsa —8 < —10. Para continuarmos a ter uma relacio verdadeira depois deste passo,
devemos escrever —8 = —10.

Deve notar-se que a resolucdo de uma inequacdo, ou de uma equacao, procede pela obten-
¢do de expressdes que s6 sdo verdadeiras quando as incégnitas sao substituidas por solucdes.
Nao queremos obter uma inequacao verdadeira, para um dado valor de x, e passar para uma
inequacdo falsa, para o mesmo valor de x, no passo de resolucdo seguinte.

Exercicio 22. Resolver a inequagdo4x+2> x—1.
Solucao

Adx+2>x—-1o4x—x>-1-2
<3x>-3
<o x>-1

Conjunto solucado: ] —1, +oo[
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Igualdades e desigualdades maltiplas. Expressées como a=b=coua> b= c < d sdo ver-
dadeiras somente quando é verdadeira a relacdo definida por cada operador relacional e pelos
operandos imediatamente a sua esquerda e a sua direita. Por exemplo, 3 =2+ 1 =4 é falsa por-
que, ainda que 3 =2 + 1 seja uma relacado verdadeira, 2 + 1 = 4 ndo o é. Ja a desigualdade dupla
3 < —4 < -5 éfalsa, dado que tanto 3 < —4 como —4 < —5 s3o falsas.

Exercicio 23. Escrever uma igualdade dupla verdadeira.

Videos . 29, 30, 31 (no anexo deste capitulo)

3 Equacao darecta

3.1 Declive de uma Recta

Na figura [18| representa-se um segmento da recta r. Consideremos os pontos AB da recta,
sendo (x4, ya) as coordenadas de Ae (xg+ A, ya+Ay). O cociente

Delta
m = =4y
Ax

da variacdo de y pela variagdo de x entre os dois pontos designa-se por declive da recta. Este
cociente d4-nos a quantidade de y por unidade de x, e o seu valor é independente dos pontos
sobre a recta escolhidos para o calcular. Se escolhermos os pontos CE, o cociente da diferenca
de ordenadas pela diferenca de abcissas é

2Ay  Deltay _ m
2Ax  Ax

, como se pode concluir pela semelhanca dos tridngulos na figura. Esta é uma propriedade
distintiva da recta, i.e., a recta é a tinica curve{r_r] no plano com a propriedade de o quociente
das variacdes em y pelas correspondentes variacoes em x, referentes a quaisquer dois seus
pontos distintos, ser constante.

A 2A Ay
Y CE: m= Y
AXx 2Ax AX

Figura 18: m ¢é a taxa de variacdo de y com x. E uma constante designada por declive da recta.

AB: m=

INa Geometria a expressio curva designa qualquer linha. Por exemplo, as circunferéncias, as elipses, as parabo-
las, as hipérboles e as rectas, sdo exemplos de curvas no plano.
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3.2 Equacao daRecta

Vamos obter a equacdo da recta na forma reduzida, y = mx + bE] Esta igualdade é verdadeira
apenas quando x e y sdo substituidas por coordenadas de pontos que se encontram sobre a
recta, sendo falsa para pontos que ndo pertencem a recta. Consideremos dois pontos quais-
quer darecta (x, y) e (xo, o), sendo o primeiro um ponto genérico e o tltimo um ponto conhe-
cido.

1. O declive da recta escreve-se m =

2. Podemos escrever sucessivamente
—Jo
oYY
X— X0
S Yy=mx—mxp+J)o

omx—xg)=y—-Yo

©y=mx+b
sendo b = —mxp + yp.

Exercicio 24. Escrever a equagdo da recta que contém os pontos (x1,y1) = (—=1,2) e(xz, y2) = (3,1).

Solucgdo
A equacgao da recta, na forma reduzida, é y = mx + b. Para obter esta equacdo temos que
determinar o declive m e a ordenada na origem b.

Cdlculo de m.

_p-n_ 1-2 1

m

X—x 3-(-1) 4

A equacgdo da recta é (a menos de b)
1
y = —Zx+ b. (1.20)

Cdlculo de b.

A equacdo da recta é uma proposicao verdadeira (a igualdade é verificada) quando x e y
sdo substituidas pelas coordenadas de qualquer ponto da recta. Substituindo na equag¢do
as coordenadas do ponto (—1,2) (por exemplo), determinamos b.

1
2= Y nsbep=2-1=1
4 47 4

A equacdo da recta é

! + ! (1.21)
= —-x+-. .
¥ 4 4

Nas figuras[19]e[20]estao representadas algumas rectas. Salienta-se o seguinte.
- Rectas paralelas tém o mesmo declive m (porqué?);

- O parametro b na equacgdo y = mx + b, corresponde ao ponto de interseccao da recta
com o eixo dos yy (porqué?).

127 forma geral da equacdo da recta no plano é ax + by = ¢ que, resolvida em ordem a y toma a forma reduzida.
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2
2 =.=
=% 3 ¥= X +3
/ ¥ 3“" 3
2
é—"'_'_'_}'=§}( /

S
2 N

y=-—Xx +2

¥
/3
2

s
/

Figura 19: Rectas paralelas com declive m > 0.
Figura 20: Rectas paralelas com declive m < 0.

A
Y x=1
¥=13
3
2
a 5
3 x
-1
¥y=-1

Figura 21: Rectas horizontais, y = b, e verticais, x = a.

Na figura[21]estao representadas rectas horizontais (paralelas ao eixo dos xx) e verticais (para-
lelas ao eixo dos yy). Salienta-se o seguinte:

- Asrectas ‘verticais’ sdo da forma x = a, sendo a a abcissa do ponto de interseccao da
recta com o eixo dos xx;

- Asrectas ‘horizontais’ sdo da forma y = b, sendo b a ordenada do ponto de intersec-
¢do da recta com o eixo dos yy.

Videos . 32a 39 (no anexo deste capitulo)

Exercicio 25. Quais as rectas a que pertence o ponto (x, y) = (1,2).
(a)x=1 (byy=2 (c)y=3x-1 (dyy=2x+2

Solugdo (c). O ponto (x,y) = (1,2) pertence a recta, porque substituindo na
equacdo a varidvel x por 1 e a varidvel y por 2, obtém-se uma igualdade verdadeira:
2=3x1-12=2.

4 Trigonometria

4.1 Soma dos dngulos internos de um tridngulo no plano.

Na figura[22]as rectas paralelas r e s sdo intersectadas pela recta g. Os angulos definidos pelas
intersecc¢des de r e s com o segmento de g situado entre estas, dizem-se dngulos internos. Os
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angulos de medida 8, por estarem situados em lados diferentes da recta g, dizem-se dngulos
alternos internos. Angulos alternos internos tém a mesma medida/"’|

q
Angulos alternos internos Angulos verticalmente opostos
Figura 22 Figura 23

Na figura[23|estao representadas duas rectas concorrentes (rectas que se intersectam num tnico
ponto) r e s. Os pares de dngulos congruenteﬁformados dizem-se dngulos verticalmente opos-
tos. Assim os dois dngulos de medida 6 sdo verticalmente opostos; os dois dngulos de medida
B sdo também verticalmente opostos.

Na figura [24] é sugerida uma prova de que a soma dos angulos internos de um triangulo no
plano é de 180°. O lado OA do tridngulo OAB € paralelo a recta auxiliar r. Os dngulos internos
alternos de medida 6 resultam da interseccao de AB com OA e de AB com r. Também a recta
r forma com OB o angulo §, congruente com o angulo definido por OA e OB.

r|| OA

B+06+35=180"

Figura 24

4.2 Triangulos semelhantes

Dois tridngulos dizem-se semelhantes se os angulos de um e outro formam pares de angulos
congruentes.

13 Angulo é a regido ‘em forma de V' definida por duas semirectas concorrentes no plano. A medida de um angulo
é um ntmero que representa o afastamento das semirectas em relagdo a posi¢do de coincidéncia (caso em que a
medida é zero).

14Dois angulos dizem-se congruentes se tém a mesma medida.
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AOAB, AOCD: triangulos semelhantes

C

AB || CD

OA _ AC OA _ OC oA _ OC
OB BD oB oD AB CcD
Figura 25

Na figura[25|os triangulos AOAB e AOCD sao semelhantes.

4.3 Teorema de Pitagoras

O teorema de Pitégoraﬁ relaciona as medidas dos lados de um triangulo rectangulo (figura
[26). Uma demonstragao deste teorema recorre a figura 27}

a b
- b c
Teorema de Pitagoras c |a
¢ 2 2, 2
b c=a+b
al c
a c b
Figura 26: Teorema de Pitdgoras b a
Figura 27

Os tridngulos nos cantos do quadrado exterior sdo tridngulos rectangulos congruentes (lados e
angulos iguais). A drea do quadrado exterior é Q, = (a+ b)?. Os angulos internos do quadri-
latero interior sdo rectos (porqué?). A drea deste quadrado é Qi = ¢?>. A soma das 4reas dos
quatro tridngulos é T =4ab/2 = 2ab. Escrevendo Q, como a soma de g; e de T, obtemos

Q.= Qi+T & (a+b)? = c*+2ab

o d>+2ab+b* = > +2ab

o d+b* =

Esta é uma das muitas provas existentes (mais de trezentas!) do famoso teorema. Observa bem
a natureza da prova: partimos de uma igualdade verdadeira e vamos produzindo, em cada
passo da demonstracdo, outras igualdades verdadeiras até obtermos a que queremos provar.
Uma demonstracdo matemadtica é uma sequéncia de proposigées{lfl verdadeiras, cada uma de-
las deduzida das anteriores e de, eventualmente, outras proposicdes verdeiras conhecidas.

15Filésofo grego. Nasceu na ilha de Samos, por volta de 570 a.C.
16Na linguagem da matematica, proposicdo é uma expressdo que tem valor 16gico verdadeiro ou falso. Por exem-
plo, (5 =4) é uma proposicao falsa; ja (3 + x = 2 + x) é uma proposicao verdadeira.
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4.4 Angulos complementares. Razoes trigonométricas em tridngu-
los rectangulos
Dois angulos a e  dizem-se dngulos complementares se a + 8 = 90°. Razdes trigonométricas

num tridngulo rectdngulo sdo cocientes entre medidas de dois lados do triénguloPZ] Estas ra-
z0es originam as fungoes trigonométricas.

Figura 28

Usando o tridngulo rectangulo da figura podemos obter os seguintes cocientes entre as
medidas dos lados.

sen(f) = cos(a) co-seno de a

cos(B) = sen(a) seno de a

tan(f) = cot(a) co-tangente de a

cot(f) = tan(a) tangente de «

sec(P) = csc(a) co-secante de o

csc(P) = sec(a) secante de a

Qlo o 9l I ol ol

O uso da particula 'co’ nestas designagoes tem o significado seguinte (adaptado a cada uma
das razdes).

co-seno de f = seno do angulo complementar de § = seno de a.

As razdes trigonométricas sao as mesmas para quaisquer dois tridngulos rectangulos seme-
lhantes. Nao dependem do ‘tamanho’ do tridngulo, mas sim do valor do dngulo (a, ou §, na
figura). Sdo uma espécie de cartdo de identificacao do angulo.

Exercicio 26. Justificar as igualdades seguintes.
cos(0°) =1 cos(90°%) =0
sen(0°) =0 sen(90%) =1
c0s(90° —a) = sen(a) sen(90° —a) = cos(a)

Das razoes obtidas para o seno e para o co-seno de um angulo, deduz-se o chamado teorema
fundamental da trigonometria, que afirma

senz(a)+cosz(a) =1,

17Na linguagem matemética a palavra razdo significa divisdo.
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para qualquer angulo a¢. Uma demonstragdo deste teorema é a seguinte.

) ) b\’ (a\? +a® A
sen“(a)+cos“(a) = z +E = = _ =1

Video . 40 (no anexo deste capitulo)

4.5 Funcoes trigonométricas inversas

Se conhecemos o valor de um dngulo @ e queremos calcular o valor do co-seno do angulo,
usamos a funcdo co-seno calculando o valor cos(a). Se conhecemos o valor x do co-seno de
um angulo e queremos calcular o dngulo a correspondente, usamos a fungdo inversa cos™ (x),
sendo arccos(x) uma notacdo equivalente. A expressao

a = cos‘l(x)

lé-se ‘a é o angulo cujo co-seno é x’.

Exemplo 39.
3 3 3
sen(60°%) = £ 60° = sen”! \/—_ = arcsen £
2 2 2
2 2 2
cos(45%) = £ 45° = cos”! £ = arccos £
2 2 2
tan(45°%) =1 45° = tan~'(1) = arctan(l)

4.6 Leidos senos

Na ﬁgura estd escrita a lei dos senos{ﬂ Estalei afirma que, para qualquer tridngulo, o cociente
da medida de um lado pelo seno do angulo oposto é o mesmo para os trés lados do tridngulo.

Lei dos Senos

a _ b _ C a
sen(x) sen(B) sen(Y)
B
- c
Figura 29 Figura 30

O comego de uma demonstracdo desta lei estd na figura[30] Observando a figura é imediato
concluir que

h = asen(B) = bsen(a).

Daigualdade a sen(f) = b sen(a) deduz-se

a B b
sen(a)  sen(f)’

180 termo lei significa aqui 0 mesmo que teorema. Um teorema é uma afirmacio verdadeira por existir uma
demonstracdo matemadtica da mesma.
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Exercicio 27. Deduzir a segunda igualdade da lei dos senos (figura[29).

Video . 41 (no anexo deste capitulo)

4,7 Leidos co-senos

Na figura [31] esta escrita a lei dos co-senos. Esta lei é uma generalizacdo do teorema de Pita-
goras e permite-nos conhecer a medida de um lado de um tridngulo qualquer, conhecendo as
medidas dos outros dois lados e angulo por eles definido.

Lei dos co-senos

’=a’+ b -2abcos(e)

Figura 31: Lei dos co-senos.

Exercicio 28. Mostrar que a lei dos co-senos se reduz ao teorema de Pitagoras se 6 = 90°.
Uma demonstragao desta lei procede pelos passos a seguir indicados. Da figura31]resulta

a = bcos(180°-0) = —b cos(O)

b = bsen(180°—-0) = b sen(d).

Notar que o co-seno de um angulo 8, com 90° < 8 < 180, é negativo, sendo o seno do an-
gulo positivo. Usando estas duas igualdades e aplicando o teorema de Pitdgoras ao tridngulo
rectangulo da figura, obtemos uma deduc¢do da férmula da lei dos co-senos.

(a+d)?+ () = 2 o (a—bcos@)? + (bsen(0))? = ¢?
o a2—2abcos(0)+bzcosz(0)+bzsen2(0) =c?

o a’+b*>—2abcosO) = ¢

Notar que b?cos?(0) + b?sen?(0) = b*(cos? (0) + sen?(0) = b>.

Video . 42 (no anexo deste capitulo)

4.8 Medidas de angulos. Radiano

A medida de um angulo exprime-se em unidades de vdrios tipos, como grau (geométrico),
grado e radiano. Um angulo recto corresponde, respectivamente, a 90 graus, 100 grados e 7/2
radianos. Vamos esclarecer o que é um radiano e enunciar as vantagens no uso desta unidade.
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comprimento do arco

Medida de um &ngulo em radianos =

raio
— —
— AB A'B'
AB = —— = —— = @ radianos
1 R
Figura 32

Na ﬁguraestﬁo representadas duas circunferéncias concéntricas (isto é, com o centro geo-
métrico no mesmo ponto do plano), uma delas com raio igual a 1 e a outra com raio igual a R.
No caso da figura temos R > 1, mas a descri¢do que se segue aplica-se também quando R < 1.
Os arcos AB e A'B relacionam-se da forma A'B’ = R AB (porqué?).

Define-se medida em radianos do dngulo 0 subtendido pelos arcos AB e A’B’, como o cociente
entre cada arco e o raio da circunferéncia correspondente.

H_E_A'B'
-1 R

Este cociente é numericamente igual 2 medida de AB. Isto significa que conhecer o valor de
um angulo em radianos é conhecer a medida do arco que o subtende na circunferéncia de raio
igual a unidade; equivalentemente, podemos obter o valor do angulo em radianos, dividindo a
medida do arco que o subtende pelo raio da circunferéncia correspondente, se for R # 1.

Sendo 8 = A’B'/R, o valor do angulo é de 1 radiano quando a medida de A’B’ é igual ao raio da
circunferéncia (o termo radiano deriva da palavra raio).

Deve notar-se que a medida de um angulo é uma grandeza adimensional, por ser o cociente de
dois comprimentos.

O uso do radiano como unidade de medida de dngulos é vantajoso por vdrias razdes. Por um
lado permite obter uma relagdo matemadtica simples entre o comprimento de um arco de cir-
cunferéncia e o angulo subtendido correspondente; por outro lado permite obter expressdes
mais simples para as derivadas e integrais das funcdes trigonométricas, como veremos adiante
NOo NOSSO Curso.

Video . 43 (no anexo deste capitulo)
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4,9 Circulo Unitario

O Circulo Unitario € uma calculadora grafica

E F sen(0) = AB
a N cos(0) = OB
. tan() = CD
5 cot(8) = EF
o o G sec(0) = OC
csc(B) = OF
Figura 33
seno: mede-se no eixo dos yy co-seno: mede-se no eixo dos xx
¥ ¥
a COS 8 = OB
8 1 sen >0 8 1 COSp= OB
'a ] B ya e
) x o 8 x
o
sen < 0
v —
seno -3 seng- -8 cos <0 cos > 0
tangente: mede-se na recta r co-tangente: mede-se na recta q
¥ r ¥
=y A B
q
B tan > 0 - ctg 6= A8
(] N s ctg g=-A8'
o X [} X
\ tan< 0
. ' ctg < 0 ctg > 0
tan e = AB tan p= -AB'
secante: mede-se nas rectas p, p' co-secante: mede-se nas rectas q,q'
" p " q
B
B
sec >0 sec 6 = OB csc >0
p sec p= -0
B(‘? M A B(E)‘ e A
\CSC *
sdc < 0
1 B B
P q' csc 8 = 0B
csc p= -OB'
Figura 34

Video . 44 (no anexo deste capitulo)
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5 Anexo: Videos

Adicao, Subtraccao, Multiplicacao, Divisao

Adicdo de Nume-
ros Inteiros [02:59]

Multiplicacao de
Numeros com Di-
zima Finita [01:23]

Real 2

Divisao
[03:55]

Fraccoes. Numeros Irracionais. Percentagens.

Logaritmos

14

IEI? 10
I:_I-:l.

5

Fraccgoes [04:14]
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Adicao de Nume-
ros com Dizima Fi-
nita [01:00]

7
E-u_- -

{1

b 5

Divisao Inteira 1
[05:46]

Real 3

Divisao
[06:25]

Soma e subtraccio
de fracgoes [03:27]

Subtracc¢ao de
Numeros Inteiros
[03:50]

Divisdao Inteira 2
[04:14]

Algoritmo da di-
visdo: justificacdo
[07:28]

16

Olr0

[=] :
Multiplicacao e di-

visdo de fraccoes
[04:45]

Subtraccao de Nu-
meros com Dizima
Finita [01:37]

Divisao Inteira 3
[02:30]

Multiplicacao de
Numeros Inteiros
[07:28]

Real 1

Divisao
[02:30]

Poténcias. Radicais.

Vantagem da re-
presentacdo  de
numeros por frac-
¢coes [07:02]

Mario Abrantes

Numeros irracio-

nais [06:58]



https://youtu.be/p_79OYrbA5U
https://youtu.be/GapddJ_hUvM
https://youtu.be/-vXjx-xsgD8
https://youtu.be/bdtY3d79-Z8
https://youtu.be/hNJlRnj74U8
https://youtu.be/5gpJto_Ev-w
https://youtu.be/blOmau9Ou8I
https://youtu.be/cYZRbsso-II
https://youtu.be/ssGt9PaK6kY
https://youtu.be/-ic3R5U4r30
https://youtu.be/V7iEokzz1qw
https://youtu.be/ZLwrtIJq_eU
https://youtu.be/qk7Qzbx-2wE
https://youtu.be/SZ6ppQEiqgk
https://youtu.be/B7ggurQ2F8g
https://youtu.be/A8XTFPZg17M
https://youtu.be/1qSSQN_psMw
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Percentagens
(08:30]

23
s

=
=

Valor aproximado
de uma raiz [03:58]

Percentagens: to-
lerancia no valor
de componentes
na engenharia
[04:53]

[w] =

i
]
N

=

Equacoes. Inequacoes

Papel das Equa-
¢des na engenha-

ria [03:26]

Inequacdes Linea-
res de Uma Incég-
nita [06:17]
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Equacgoes Lineares
de Uma Incégnita
[09:43]

[=]

30.?'1I _ Ir
&
O B

Operadores Rela-
cionais [02:15]

-

[=]

Valor aproximado
de um logaritmo
[06:13]

Exercicio [04:11]

Poténcias [08:39]

Exercicio 1 [04:11]

Radicais [10:00]

Exercicio 2 [04:16]
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https://youtu.be/LwDWtQBw7zY
https://youtu.be/Yz5VUTndQgA
https://youtu.be/TIwofRz20i8
https://youtu.be/X0vGYqox5L0
https://youtu.be/k05xO0Tlfv8
https://youtu.be/afLVOFgpZ4k
https://youtu.be/IPCA54BgxA8
https://youtu.be/x4BaNI42Pyo
https://youtu.be/e7mH6ytQKM0
https://youtu.be/Azm95CVMB1Y
https://youtu.be/QTs49jLXZE4
https://youtu.be/R96cCsJpwpk
https://youtu.be/QAqCUHf7X-s
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Equacao da Recta

Equacao da recta
contendo a origem
[08:14]

inter-

Ponto de
seccdo de duas
rectas concorren-
tes [02:35]

Trigonometria

Razoes
métricas [05:36]

Circulo
[10:41]
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trigono-

unitario

Equacdo da recta:
significado do
sinal do declive.
[04:24]

Analise  Dimen-
sional de uma
Relagdo Linear 1
[05:43]

Senos

Equacado da recta
na forma reduzida
[10:53]

Dimen-
de uma

Andlise
sional
Relagdo Linear 2
[04:17]

Lei dos
senos[05:56]

Grafico de uma
recta a partir da
equacao. [02:45]

CO-

dianos [08:56]
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Graus, grados, ra-

Equacdo de uma
recta a partir das

coordenadas de
dois dos seus pon-
tos [05:14].



https://www.youtube.com/watch?v=8SwBu8HPIJ8
https://www.youtube.com/watch?v=REpL4dsBFnw
https://www.youtube.com/watch?v=v1YXqtrPqN8
https://www.youtube.com/watch?v=aLNii7R6KxU
https://www.youtube.com/watch?v=E9rP9-FG7Co
https://www.youtube.com/watch?v=CStM-A8omsY
https://www.youtube.com/watch?v=IjBcqtzskK4
https://www.youtube.com/watch?v=n0i0mNXgAgo
https://www.youtube.com/watch?v=fxeWesPnC1s
https://www.youtube.com/watch?v=Lh5AqUW_pCk
https://www.youtube.com/watch?v=DsjUrh4hkTM
https://www.youtube.com/watch?v=E1LXoiS14To
https://youtu.be/sNVf2WneuqQ
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