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Licao 7. Funcgdes de vérias variaveis. Derivada direccional

e Curvas de nivel e Derivada da funcdo composta (regra da cadeia)
e Derivadas parciais e Derivada direccional. Vector gradiente

e Derivadas parciais de 22 ordem

Nos referenciais com trés eixos que surjem nas figuras colocadas ao longo do texto, o eixo-z tem cor azul, o eixo-y

tem cor verde e o eixo-x tem cor vermelha.

Curvas de nivel.

As curvas de nivel de uma superficie z = f(x,y), sdo um meio de representar no plano informagcao respeitante
ao grafico da superficie. Vejamos como se determinam. Na figura [I] estd representado o paraboldide circular

de equacdo z = 4 — 2% — ¢2.

z=2

z=1

Figura 2: Paraboldide circular intersectado por planos
. » . 9 9 do tipo z = k.

Figura 1: Paraboléide circular z =4 — z* — y~°.
Na figura [2] podemos observar as curvas que resultam da intersecgao do paraboléide circular com planos do
tipo z = k, k € R. Vamos mostrar que estas curvas sao circunferéncias. Comegamos por notar que os pontos

(z,y, z) pertencentes as curva de intersecgio, devem satisfazer o sistema de equagoes

z=4— g% —q?

z=k
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Substituindo z por k£ na primeira equagao, obtém-se

k=4—a2>—y* & 2>+ =4k,

que é a equacao da circunferéncia de centro na origem e raio v/4 — k. Esta circunferéncia representa a pro-
jeccao no plano zy da circunferéncia (1)) (ver exemplo para k = 2 na figura [3)) e diz-se uma curva de nivel

do paraboldide circular. Pode observar-se na figura [d] um conjunto de curvas de nivel do paraboldide.

z=2

2

x%4+y?=2

circunferéncia: {

Figura 3: Figura 4: Curvas de nivel do paraboléide circular.
Em resumo, uma curva de nivel da superficie z = f(x,y), com constante k, é uma curva no plano zy cujos
pontos (x,y) sdo as projecgdes dos pontos de z = f(z,y) que se encontram no nivel k, isto é, pontos da

superficie com coordenadas (x,y, k).

Exercicio Curvas de nivel de um plano

Determinar a equagao que representa a familia das curvas de nivel do plano 2z + 3y + z = 6.

Substituindo z por k£ na equagao do plano e resolvendo em ordem a y a equagao resultante, temos

2 6—k
2r+3y+k =6y = —§$+T,]€€R.

As curvas de nivel do plano sdo rectas paralelas de declive m = —2/3. Obtém-se uma recta distinta para
cada valor do parametro real k. Na figura [5] pode ver-se o plano 2z + 3y + z = 6 e a sua intersec¢ao com o

plano z = 1. Na figura[f] estdo representadas duas rectas da familia de curvas de nivel do plano.
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Plano: 2x+3y+z=6

Recta de intersecgéo dos dois planos

Figura 5: Interseccao do plano 2z + 3y + z = 6 com

planos do tipo z = k. Figura 6: Curvas de nivel do plano 2z + 3y + z = 6.

Exercicio Curvas de nivel de um paraboloide hiperbdlico

Escrever a equacdo das curvas de nivel do paraboléide hiperbélico 10z = y? — 22 e fazer a sua representacio

grafica.

O paraboldide hiperbdlico é a superficie em forma de sela representada parcialmente nas figuras[7] e

Figura 8: Vista do paraboldide hiperbdlico.

Figura 7: Vista do paraboléide hiperbdlico.
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Para determinar as expressoes das curvas de nivel da superficie, substitui-se z por k na equacdo 10z = y% —z2.

10k = y? — 22

As curvas de nivel resultantes sdo de trés tipos.
1. Se k =0, obtemos y? — 22 = 0 & y = £x. As curvas de nivel sdo as duas rectas y =z e y = —x.

2. Se k < 0, obtemos y? — 2% = 10k, ou 22 — y*> = 10|k|. As curvas de nivel sdo hipérboles (ﬁgura.

3. Se k > 0, obtemos y* — 22 = 10k. As curvas de nivel sdo hipérboles (figura .

Figura 10: Curvas de nivel (k < 0).
Figura 9: Curvas de nivel (k = 0).

Figura 12: Curvas de nivel do paraboléide hiperbdlico.

Figura 11: Curvas de nivel (k > 0).

Na figura [I2) representam-se os trés tipos de curvas de nivel do paraboldide hiperbélico.
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Exercicio Superficie a partir uma curva de nivel

Escrever as equacoes de duas superficies distintas que tenham a curva de nivel y = 22 — 1.

O gréfico da curva estd representado na ﬁgura Se escrevermos a equacio da curva na forma y—x2+1 = 0,

podemos considera-la como uma curva de nivel da funcio z =y — 2? + 1 (ﬁgura (porqué?).

Figura 13: Gréfico da curva y = z2 — 1.

Figura 14: Superficie z = y — 22 + 1. Figura 15: Superficie 22 =y — 22 + 1.

Podemos também considerd-la como uma curva de nivel da fun¢ao 22 = y — 2% + 1 (figura (porqué?).
Quantas superficies admitem esta curva como curva de nivel? A superficie In(z + 1) = y — 22 + 1 estd entre

elas? E a superficie 22 +1 =y — 22 + 1?7
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Derivadas parciais

Dada a superficie z = 4 — z? — y? (a) Determinar z, no ponto (1,1) do seu dominio; (b) Escrever a equagao

vectorial da recta tangente a curva

z=4— 2% — 9>

rz=1

no ponto (1,1,2).

Recordemos que a derivada parcial z;(l, 1) de uma funcdo z = f(z,y), corresponde & taxa de variagao

de z com y, considerando « fixo (x = 1) (figura [16]).

YA plano: x=1 s

2

—-—— -1 —

z=3-y

parabola:
x=1

Paraboldide circular: z=

Figura 16: 2.

Figura 17: Interseccdo das superficies z = 4 — 2% — ¢

ez=1.
Calculemos z; (1,1).
4= -2y, = 2y
2(1,1) = =2
A resposta a alinea (a) deste exercicio é 2, (1,1) = —2. Na figura |17| podemos observar a pardbola que

resulta da interseccdo do paraboldide circular z = 4 — 22 — y? com o plano z = 1. A equacdo desta parabola
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sendo z = 3 — y? a equacio da projeccio da parabola no plano zy.

recta: (x,y,2)=(1,1,2)+A(0,1,2\)

recta: (x,y,z)=(1,1,2)+A(0,1,2')

ponto: (1,1,2)

— 22
parébola: z=3y
x=1

-4 =

Figura 19:

Figura 18:

O valor da derivada z;(l, 1) = —2 representa o declive da projeccao no plano zy da recta tangente & parabola

no ponto (1,1,2) (figura[I8). A equagao vectorial da recta é
(fﬂ, Y, Z) = (]-7 ]-7 2) + )‘(07 1) _2)

Esta equagéo é a resposta a alinea (b) do exercicio. A recta estd contida no plano z = 1 (vista de perfil
na figura . O wvector director da recta, (0,1, —2), tem a coordenada z = 0, uma vez que a origem e
a extremidade do vector estao ambas sobre o plano = 1. Os valores das coordenadas y e z do vector,

exprimem a relagdo Az/Ay = —2 correspondente ao valor de z'y(1,1).
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Derivadas parciais de segunda ordem.

As derivadas parciais de segunda ordem de uma funcao z = f(z,y), representam-se como a seguir se indica.

Zpw OU 0?2 /0x? derivada parcial de segunda ordem, em ordem a variavel x
2y, ou 0%z /0y* derivada parcial de segunda ordem, em ordem & varidvel y
Zgy OU 072/ 0yOx

e

Zyz OU 0%2/0xdy derivadas de segunda ordem cruzadas (ou mistas)

Na notacao para as derivadas parciais cruzadas, a letra, x ou gy, mais proxima da letra da fungao, z, indica

a variavel em ordem a qual é efectuada a primeira derivacao. Por exemplo, z;’y significa (z;); e

02z
Oy Ox
significa
o (02
oy \oz )~
Exemplo

Calcular as derivadas parciais de primeira e de segunda ordem da funcio z = 2xy? — 3z2y.

Derivadas de 12 ordem

2 = (2ay* — 32y), = 2° — 6xy

2y = (2zy? — 3x2y);} = 4xy — 322
Derivadas de 22 ordem

Zpz = (zx); = (2y% — ny);, = —6y

Zyy = (zy); = (day — 31‘2); =4z
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Zay = (22), = (2% — 6ay), = 4y — 6z

Zye = (2y), = (day — 32%), = 4y — 6

Verifica-se uma igualdade entre as derivadas cruzadas de segunda ordem. Estas derivadas nao sao sempre
iguais. A este respeito, é valido o seguinte resultado.

Teorema(de Schwarz) Dada uma funcio f(z,y), se fuy € fyz SGo continuas numa regido abertcﬂ do
plano, entdo frpy = fye em todos os pontos dessa regido. [

O teorema de Schwarz também é conhecido por teorema de Clairaut, ou teorema de Clairaut—Schwarzﬂ No
exercicio acima, as derivadas parciais de segunda ordem cruzadas s@ao polinémios de primeira ordem nas
variaveis = e y. Qualquer polinémio representa uma funcao continua em todos os pontos do plano, pelo que
sdo validas as condigOes enunciadas no teorema de Schwarz, justificando-se assim a igualdade das derivadas

cruzadas.

Derivada da funcao composta (regra da cadeia)

O esquema na figura |20| representa a composicdo da funcdo genérica f(x,y) com as fungoes z = z(t) e
y =y(t). A fungdo composta, representada por f(x(t),y(t)) depende apenas da varidvel ¢. Podemos por isso

calcular a derivada total df /dt

x(t) x(t)
y(t) f(x,y)

f(x(t).y(t))

y(t)

df _ af dx , 9f dy
dt =~ ox dt " 9y dt

Figura 20:

Como exemplo, dadas as fungoes

y=4t +1

1Todo o ponto de uma regido G do plano, pertencente a um circulo contido nessa regido, se diz ponto interior de G. Regido
aberta do plano, é uma porc¢ao do plano tal que todos os seus pontos sdo pontos interiores — por exemplo, um circulo ao qual é
retirada a circunferéncia, que é a sua fronteira.

2 Alexis Clairaut (1713-1765), Franca; Karl Schwarz (1843-1921), Alemanha.
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obtemosE| f(t) = 12t2 + 10t + 3, cuja derivada é f/(t) = 24t + 10. Este resultado pode ser obtido usando a

regra da cadeia (férmula na figura . Os termos que surgem na férmula sao

do _ . dy of _, of _

dat a oxr Jy 5

Substituindo estas expressoes na férmula da regra da cadeia, obtemos

df  Ofde Ofdy  df
A Ordt Toydt T oar 2XPT3xS +10

O esquema que se apresenta na figura[20[é um auxiliar para obter a férmula da regra da cadeia. Encarando o
esquema como um circuito, verificamos que o input ¢ é ligado ao output por dois caminhos. Um deles tem os
blocos z(t) e f(x,y) ligados em série (encadeados). Multiplicando as derivadas das duas fungoes envolvidas,
obtemos dz/dt x 0f/0x. Esta é a primeira parcela da férmula na figura O outro caminho envolve o
encadeamento dos blocos y(t) e f(x,y). Multiplicando as derivadas envolvidas, obtemos dz/dt x df/0z, que
¢é a segunda parcela da férmula na figura

Na figura[21] temos as férmulas para a regra da cadeia no caso em que z e y sao fungoes de duas varidveis,

u e v. O esquema pode ser usado para obter as duas férmulas, como no caso anerior.

Y| xuw | XUV Fx(u,v), y(uv))
v y(u,v) f(x,y)
) y(uv)
af=3f8x+af ay af_af8x+af ay
du 90X 9u 9y Qdu dv  9X 9v 9y Qv
Figura 21:

Como exemplo, dadas as fungoes

f=In(zy)
r=2u—3v >

Y = uv

3 Ao escrevermos f(t) estamos a cometer um abuso de linguagem, dado que a fungdo f(z,y) tem dois argumentos, = e y. O
uso da letra f para designar uma funcao, deveria vir com dois argumentos. Por simplicidade, mantemos a designagao f para a

fungédo f(t).
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obtemosﬂ f(u,v) =In((2u — 3v)uw) . Derivando parcialmente f em ordem a u e em ordem a v, obtemos

= ((2u — 3v)uv),,  dw -3 du—-3v
Y Qu—3v)uw  (2u—3v)uv  (2u—3v)u
/ ((2u — 3v)uv),, U —6uww 2u—6v
v (2u—3v)uv  (2u-3v)uvr  (2u—3v)u

Este resultado pode ser obtido usando a regra da cadeia (f6rmulas na ﬁgura. Os termos que surgem nas

férmulas sao

Ox/0u = 2 Ox/ov = =3 dy/ou = v y/ov = u

of |0z = é af oy = é

Substituindo estas expressoes nas féormulas da regra da cadeia, obtemos as derivadas parciais anteriormente

calculadas.

of _ 0fox Ofoy _ 2 v_ _2 v 2 1 _ du-3v
ou  Odxdu  Oydu x y 2u—3v w 2u-3v u  (2u—3v)u
of _9foz ofdy 3 w _ _-8 w_ -3 1 = 2u-6v
ov  dxdv OJyov  z y  2u—3v w 2u—3v v  (2u—3v)u

Derivada direccional. Vector gradiente

Dado um ponto (xg,yo) do dominio de f(x,y), a derivada parcial f.(xo,y0) representa a taxa de variac¢ao
da fun¢ao no ponto (g, yo), na direc¢ao e sentido do vector unitéri(ﬂi = (1,0), enquanto a derivada parcial
f?’J(xO, Yo) representa a taxa de variagao da fungéo no ponto (zg, yo), na direcgao e sentido do vector unitdrio
j=(0,1) (figura . Podemos ter interesse em determinar a taxa de variacao de f na direccao e sentido
de um vector unitario arbitrario #. Essa taxa de variacao diz-se derivada direccional da fungao f segundo
o vector 4. Vamos ver como obter uma expressdao para a derivada direccional de uma fungdo num ponto,

segundo um dado vector unitario.

4Comete-se aqui um abuso de linguagem com a designacio ‘f’.
5 — . Lz 7 z e
Um vector @ diz-se unitario, se o seu médulo ¢é igual a 1.
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Y )

Yo -7

Figura 22:

Na figura estd representado, a trago grosso, um paralelogramﬂ inscrito no plano z = az + by + ¢ (a

imagem na direita da figura, representa uma vista na perpendicular do paralelogramo).

Plano: z=ax+by+c Paralelogramo

(xo+Ax ,yo) |
:\_/ (xo+AX ,yo+ Ay)

/ =
<V

)

(x0 ,y0) (xo,y0 + Ay)

hi |

Figura 23:

Observacao

Coloca um livro de capa dura sobre uma folha em branco. Usa um dos cantos do livro para tracares dois
segmentos de recta perpendiculares (eixos z, ). Roda o livro mantendo um dos lados do canto apoiado sobre
o seu segmento de recta na folha (como se fosse uma dobradiga). Agora roda o livro sobre o outro lado do
canto, como se fosse uma dobradiga (ﬁgura. Se olhares agora o livro na perpendicular da mesa, verificas
que este ultimo lado esta alinhado com o segmento de recta no papel, mas o outro lado nao estd alinhado
com o segmento de recta correspondente. Dai o poligono a trago grosso ser um paralelogramo (imagem &

direita, figura|23)), e ndo um rectangulo.

6Poligono de 4 lados, cujos lados opostos sdo paralelos.
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As derivadas parciais z!(zo,yo) e z;(aco,yo), representam os declives dos lados do paralelogramo alinha-

dos com os eixos.

z'zazﬂ
z Az
ho

A diferenca Az entre as coordenadas z dos pontos do plano z = ax + by + ¢, cujas projecgdes no plano xy

s@o (zo,y0) e (xo + Az, yo + Ay), escreve-se
Az = z(zo + Az, yo + Ay) — (20, Yo)-
Usando a equagao do plano z = ax + by + ¢, obtemos a sequéncia de expressoes seguinte.

Az = a(xo+ Ax) + b(yo + Ay) + ¢ — (axo + byo + ¢)
Az = alAz + bAy

Az = 2L Az + z,Ay (2)

Esta igualdade é vélida no caso em que a fungdo z = f(x,y) representa um plano, que é o que estamos a
analisar. No caso geral das fungoes de duas varidveis, z = f(z,y), o segundo membro fornece, quando muito,

uma aproximacao para a variacao da funcgao, devendo escrever-se
~ /
Az~ 2, Az + 2, Ay, (3)

Esta férmula é a correspondente, para o caso de duas varidveis, a féormula de aproximacao da variacao Ay
de uma funcao de uma varidvel, y = f(z), em torno do ponto xy, Ay = f'(x)Az (ver os apontamentos
da Licao 2). A férmula dy = f’(z)dz significa que o erro da aproximagao Ay ~ f(x)Ax é tanto menor
quanto menor for Az (para Az suficientemente pequeno). Mas enquanto esta aproximagcao da variacao Ay é
vélida sempre que existe a derivada f’(z), para a férmula ser valida nao basta que as derivadas parciais
existam no ponto (z, yo), relativamente ao qual se calculam Az, Ay. Quer-se dizer, pode ser que z,(x, o)
e z,(20,y0) existam e, ainda assim, ndo seja valida a aproximagao Az = z;(z0,y0)Az + 2,(20,y0)Ay, por
muito pequenas que sejam as variagoes Az, Ay em torno do ponto (g, yo). Quando a aproximagao é vélida

para quaisquer Az, Ay suficientemente pequenos, escreve-se

dz = 2, dz + z, dy. (4)
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Neste caso, dz diz-se diferencial total de z no ponto (zg, o), € a fungéo z = f(x,y) diz-se diferencidvel no
ponto (g, o). A seguinte é uma condigao suficiente para que uma funcao de duas varidveis seja diferencidvel
num ponto.

Teorema. Se as derivadas parciais de primeira ordem de z = f(x,y) existirem e forem continuas num
ponto, entdo a funcao € diferencidvel nesse ponto. [J

No caso do plano z = ax + by + ¢, as derivadas parciais sdo continuas em todos os pontos (porqué?) e, por

serem constantes, a aproximagao converte-se na igualdade (2)).

O segundo membro de pode escrever-se como um produto escalar.

Az = (4,7 (Az, Ay) (5)

O primeiro vector designa-se por vector gradiente de z (no ponto (g, %o)), € escreve-se

Vz = (2,2))

xr 7Y

Ezxercicio Vector gradiente

Determinar o vector gradiente da funcdo z = /(2 + y) no ponto (2, —1).

Queremos determinar o vector Vz(2, —1) = (2(2,-1), z,(2,-1)).

1
2= —— = 21(-2,1) =1
24y
’ —Z / _

O vector gradiente pretendido é Vz(2, —1) = (1, —2).

O vector 4 = (Az, Ay) no segundo mebro de , tem a direcgao e sentido determinados pelos pontos (g, yo)

e (zo + Az, yo + Ay). Designamo-lo por vector deslocamento (figura 24). Se ||@l| = 1, dz (férmula ()
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diz-se derivada direccional de z segundo @, no ponto (xg,yo), € representa-se por
Dzz(z0, o)

ou

0z

%(zo,yo)-

Definicao. Se f(x,y) for diferencidvel no ponto (xo,y0) e & = (u1,u2) for um vector unitdrio, entdo a

derivada direccional Dz f(xo,y0) existe e € dada por
Daf(zo,y0) = Vf(zo,%0)  (u1,u2) = fol(wo,yo)ur + f(zo,yo)us. (6)

O

Notar que esta definicdo de derivada direccional é consistente com as definicbes de derivadas parciais de

primeira ordem.

Vector deslocamento

(xo+AX ,yo + Ay)

(xa ,yo)

XY
(xo ,yo)
Figura 25:
Figura 24:
0z 0z N
67/ = a—j =Vz-j = (2;727;)'(()’1) = Z;J

Uma pergunta interessante é a seguinte: dado um ponto (zg, yo) do dominio de uma fungao z = f(z,y), qual
a direcc@o e sentido do deslocamento unitério # correspondente & derivada direccional mais elevada (figura
? A férmula @ revela que a derivada direccional é maxima quando o deslocamento @ tem a direcgao e
sentido do vector gradiente calculado no ponto, v f(zo,y0), por assim se maximizar o produto escalar. Esta

é uma informagao muito relevante dada pelo vector gradiente.
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Teorema. Dada a funcio f(xz,y), se 6f(x0,y0) # 0, entdo a derwada direccional de f no ponto (xg, o),
segundo o vector unitdrio @, € mdzima se U tem a direc¢ao e sentido de ﬁf(xo,yo). O wvalor desta derivada
é

Dﬁf(wmyo) = ||6f($0»y0)||~

|
Vamos estabelecer outra relacao relevante entre as curvas de nivel de uma superficie e o vector gradiente:
o vector gradiente de uma fungéo z = f(x,y), no ponto (g, yo), é perpendicular & curva de nivel da funcao

que contém esse ponto. Comegamos por verificar este resultado para o caso em que a superficie é um plano.

1. Consideremos o plano Ax + By + Cz + D = 0 e dois pontos quaisquer distintos que lhe pertencam.

—Al‘l —Byl —D
Pl = Z1,Y1, C

—Axy — Bys — D
P2 = (332792’ 2 Cy2 )

2. Seja ¥ = P; — P, um vector definido por estes dois pontos.

A — B —
P—-P = <$1—$2,y1—92, (@2 —z) + Bly: yl))

C

3. E imediato verificar que o produto escalar (A, B,C) - ¥ é nulo, o que mostra que os vectores (A, B, C)

e v sao perpendiculares.
(A, B,C) - (Pr = P) = A(z1 —22) + B(y1 —y2) + A(z2 —21) + B(y2 — 1) = 0

Como Py, P s@o pontos arbitrdrios do plano, concluimos que o vector (A, B,C) é perpendicular a

qualquer direcgdo definida sobre o plano, ou seja, (A, B, C) é perpendicular ao plano.

4. As curvas de nivel do plano sao as rectas k = Ax 4+ By + C, com k € R. Usando um argumento
semelhante ao exibido nos itens anteriores, podemos mostrar que o vector (A, B) é perpendicular a
quqluer recta k = Az + By + C. Mas (A, B) = (2, 2,) = Vz. Concluimos que o vector gradiente é

perpendicular as curvas de nivel do plano.

Na préxima ligdo estabecemos um argumento que estende este resultado a qualquer superficie z = f(z,y).
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Exercicio Vector perpendicular a uma recta

Mostrar que o vector (A, B) é perpendicular a recta Az + By + C = 0.
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