Engenharia Electrotécnica

n CAPITULO 1 - SINAIS
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Sinais

Distinguir sinais continuos de sinais discretos.
Operagdes sobre sinais:

Escalonamento na amplitude;
Escalonamento no tempo;
Reflexdo;

Deslocamento;

Adigéio e subtracgdo de sinais;

Propriedades de sinais:

Pares
impares
Periodicidade

Exemplos de Alguns Sinais:

JPT

Sinusoidal

Revis&o de nimeros complexos e fungdes complexas
Exponencial complexo

Degrau unitdrio

Impulso unitdrio

SS

Sinais

JPT

Sinais sdo fungdes de uma ou mais varidveis independentes que contém informagdo
acerca do comportamento e caracteristicas de determinados fenémenos fisicos. Sdo
representados matematicamente como fungéo de uma ou mais varidveis independentes.

Continuo/Discreto

50 80 00 20
o 20 a0 50 80 100 20

x(t)=A*sin(2*pi*f*t+fase) - continuo — O dominio é um subconjunto dos nimeros reais;

x[n]=A*sin(2*pi*f*n/Fa+fase) - discreto — O dominio é um subconjunto dos nimeros inteiros;

Em ambos os casos o contradominio pode ser continuo ou discreto.
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Sinais Discretos por Amostragem de Sinais Continuos

5 |
+Sinal discreto por amostragem de um sinal continuo:
x[n]=xa(nT,),

» T, — periodo de amostragem

* F,=1/T, — Frequéncia de amostragem
*Representagao grafica de um sinal discreto:

x[n]=sin(2*pi*5*n/100);

—o < n <

o 11 [15]

JPT
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Operacdes Sobre Sinais
6|
11 Escalonamento da amplitude
Operacgdo sobre a varidvel dependente.
Ex: y(t)=a.x(t)
y[n]=a.x[n]
y(1)=2x(t)

;ﬂ N Wil AW N NA
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Operacdes Sobre Sinais
11 Escalonamento no tempo

Operacdo sobre a varidvel independente.

Ex: y(t)=x(a.t) - a real positivo

y[n]=x[a.n] - a inteiro positivo
y(t)=x(21)

JPT
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Operagdes Sobre Sinais
=

11 Reflexdo (caso particular de escalonamento no tempo com
a=-1)
y(t)=x(-1)
y(n)=x(-n)

x(n) x(-n)

4
3
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Espelho

JPT

sSs




Operacdes Sobre Sinais
]

1 Deslocamento
y(1)=x(t-1,)

y()=x(n-ng) \(6)

2.5 2.5
2 2
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Operagdes Sobre Sinais
o ]

71 Regra de Precedéncia para deslocamento e
escalonamento no tempo
Consideremos a relagdo: y(t)=x(at-b)
Que satisfaz as seguintes condi¢des: y(0)=x(-b); e
y(b/a)=x(0).

Para se obter correctamente y(t) a partir de x(t), as
operagdes de deslocamento e escalonamento devem ser
realizadas na ordem correcta:
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Operacdes Sobre Sinais

operagdo de deslocamento no tempo, substituindo t
por t-b:

B v(t)=x(t-b)

escalonamento no tempo (executada em v(t)),
substituindo t por at:

m y(t)=v(at)

Resultando y(t)=x(at-b)

mi Note-se que a pode ser -1 denotando uma reflexdo.

JPT SS

Operagdes Sobre Sinais

01 Adicdo e subtracgdo de sinais

Exemplo:
z(n)=2.x(n+2)+0,5.y(-n)
x(n) y(n)
. ) ! 1 2(n) " : )
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Propriedades dos Sinais

13

o Sinal Par
O sinal é par se
X(t)=x(-t)

x(n)=x(-n)

o Sinal impar
O sinal é impar se
x(t)=-x(-1)

x(n)=-x(-n)

JPT
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Decomposi¢cdo de um sinal nas componentes Par e
Impar

x(t)=x,(1)+ x,(1)
o1 Componente Par

x(1) + x(—1) x(n)+ x(=n)

xp(t)z 2 xp(n): >

o1 Componente Impar

r () = MO0 x,(n) = 22N

JPT
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Propriedades dos Sinais

o1 Periodicidade

Um sinal é periddico se existe um T>0 (ou N>0) tal que

x(t)=x(t+T) T: periodo
x(n)=x(n+N) N: periodo

No tempo continuo um sinal sinusoidal ou um exponencial
complexo s&o periédicos com periodo T=27/w,,.

JPT
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Periodicidade Para Sinais

Para o caso sinusoidal:
x(n) x(n+N)
Acos(wyn+8) = Acos(won +wyN +6)

Requer que

woN =27k com k inteiro

Para o caso exponencial complexo:
e Jwo(n+N) _ ejwon

Requer que

woN =27k com k inteiro

Discretos

Assim, as sequencias exponencial complexa e sinusoidal ndo s&o necessariamente periddicas
com periodo 27/w,, e dependendo do valor de w,, podem até nunca ser periddicas.

JPT
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Sinais Bdsicos
o1 Sinusoidal

t — varidvel independente (tempo)
f — frequéncia

o - desfasamento

A — Amplitude

x(n)=Asin(2znfn/F,+¢)

F, — frequéncia de amostragem

JPT

x(t)=Asin(2nft+¢)
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Revisdo de NUmeros Complexos

0 Qual o resultado de: X2+ 1 =0

mX2=-1 o X =V-1

o NUmero imagindrio(i ou j)

2=-1 ~i=+-1
Solugdo: X =i
1 Poténcias de i:
=1
i'=i
it=-1
PP =—i

JPT

it =1
i’=i
i°=-1
.7
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Revisdo de NUmeros Complexos

0 Corpo dos nimeros Complexos: a+bj (a — parte real, b —

parte imagindria).

O Ex: z=3+2i

Plano de Argand-Gauss
b (eixo dos imaginérios)

j (parte imaginaria)

Parte real

SS

JPT

Revisdo de NUmeros Complexos — Médulo e Fase

a
______________________ z=a+ bi
P
0 = arg(2)
sin¢9=2
P
,0:\/612+b2 cosd="2
P
tanﬁzé
a ss
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Revisdo de Numeros Complexos — Forma Polar:
Médulo e Fase

o Como
) b . = ]
sinf=—..b=psinf z=a+Dbi

yo,

a .
cost;:.azpcosH z=p(cosf +isin @)
0 Pelas formulas de Euler: 7= peja

o
cosg= 1"
2

j6 _ _~ijé

sinf = ¢
2j

JPT Ss

Revisdo de NUmeros Complexos — formas polar
e cartesiana

1 Conversdo de:

. b
Cartesina-polar p=Na'+b’  &=arctan—
Polar-cartesiana a=pcosé b=psinf

o Operagdes:

Adicdo (forma cartesiana):
7, +2, =(a,+ jb)+(a,+ jb,) =(a,+a,)+ j(b +b,)

Multiplicagdo (forma polar):

ié 7(6+6,)

)E(pye’™) = p,* pye

JPT sSs
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Sinais Bdsicos
N |

o1 Exponencial Complexa

x(t) = Ce"
Sendo C e a constantes complexas
C = Ae’? a =r+ jw,
x(t) = AePe e’ = Ae e /(o)

No caso particular de r=0 e a=jw,
x(t) = Ae?™" = Afcos(wyt)+ jsin(wyt)]

JPT
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Exponencial Complexa Continua
24 .
:i' =0, ¢ = = i erk'-._.\_‘ P = = R R,

= 7}// | |
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Sinais Bdsicos

o1 Exponencial Complexa para sinais discretos

x(n)=Ce”"
w, =27 Jo
Sendo C e B constantes complexas: 0
C =Ae’” B=r+ jw,
x(n)= Ae el (onr?)

No caso particular de r=0 e B={€2,

x(n) = Ae’®"' = Afcos(Q n/F,)+ jsin(Q n/F,)]
x(n)= Ae’?"// T Alcos(2x fon ! F,)+ jsin(2x fon !/ F,)]

JPT ss

Exponencial Complexa Discreta
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Sinais Bdsicos

o Degrau Unitdrio

Funcdo de Heaviside .

() 0O ; t< 0 1

u =
1 : t>0 05
0

0, n<0
uln]=
1, n=20

JPT

Sinais Bdsicos
2 |

0 Impulso Unitdrio

Impulso de Dirac (1)

5“):{0, t # 0

t =0

0 Impulso Unitdrio

0, n#0

5(’1):{1, n=0
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Exemplos de Sinais
N

01 x[n]=u[n]-u[n-4]

1117

°p e
o v[n]=208[n+1]-20[n]+08[n-3]

: f ?

. |

n CAPITULO 2 - SISTEMAS
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Sistemas

O que é um sistema.

Modelo de um Sistema

Diagrama de blocos

Modelo Fisico/Matemético

Propriedades dos Sistemas

JPT

Continuo /discreto

Sem meméria ou Instanténeo

Invertivel
Linear/Ndo Linear

Invariante no tempo/Variante no tempo

Causal /Néo causal

Estavel /Néo estdvel

Mltiplas entradas

SS

O que é um sistema

JPT

Pode ser visto como “uma combinagdo de elementos que actuam em conjunto
a fim de atingir um dado objectivo.” Lourtie, Isabel.

Por exemplo:

uma resisténcia eléctrica pode ser vista como um elemento de um sistema que é
um circuito eléctrico.

Um leitor de CD’s pode ser visto como um sistema composto por diversos
elementos (gaveta, laser, motor, efc...). Esse sistema devolve a informagdo
contida no CD quando lhe é dado um sinal de comando para efectuar a leitura,
numa determinada pistaq, e...

Esse leitor de CD’s pode ser um elemento de um outro sistema que é o
computador. E o computador que dé ordem ao leitor de CD’s para efectuar a
leitura e recebe a informagdo contida no CD.

Os Engenheiros que projectam o computador ndo tem necessidade nem tempo
para estudar em detalhe o funcionamento interno do leitor de CD’s, apenas
precisam de saber qual a sua interacgdo com o PC. O leitor de CD’s é para eles
uma caixa preta.

sSs




Caixa Preta

O conceito de caixa preta é essencial para uma abordagem
sistémica & resolugdo de problemas de maior dimensdo.

A caixa preta representa o comportamento de um elemento
através da sua relagdo entrada/saida. Esta relagdo exprime
um comportamento causa/efeito.

Essa caixa preta ou relagdo entrada/saida ou ainda
causa/efeito, pode ser representada por um diagrama de
blocos do elemento.

— S
entrada/saida

JPT SS

Diagrama de Blocos

JPT

As interligagdes dos diagramas de blocos de diversos elementos permitem
especificar as interligagdes dos elementos/sistemas respectivos.

x y z

sistema 1 sistema 2 >

Ligagéo em série ou cascata

X "
I sistema 1 I
sistema 2
Sistema realimentado

SS




Modelo de Sistema

Um fenémeno fisico baseado em hipéteses
simplificadas pode ser descrito por um modelo. Esse
modelo pode ser um modelo matemdtico que
representa as rela¢des das diversas varidveis de
entrada com a saida do modelo.

Assim, a referida ‘caixa preta’ ou bloco é descrita
pelo modelo do sistema que relaciona as entradas
com as saidas.

Por exemplo: um modelo que representa o sistema
‘Resisténcia eléctrica’ que tem & entrada um tensdo
v(t), e & saida uma corrente i(t), serd i(t)=v(t)/R.

JPT SS

Propriedades dos Sistemas

Continuo/Discreto
Sistema continuo tem na entrada e saida sinais continuos.

Sistema discreto tem na entrada e saida sinais discretos.

Sem Meméria ou Instantdneo

Um sistema é sem meméria (instantdneo) quando a saida
num dado instante depende da entrada apenas nesse
instante de tempo.

Por exemplo: uma resisténcia é um sistema sem meméria,
i(t)=v(t)/R, j@ um condensador & um sistema com meméria

v(t) = J.i(r)dr

1
c

JPT SS
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0 Invertibilidade

Propriedades dos Sistemas

Um sistema é invertivel quando a partir da sua saida se pode

determinar a sua entrada.

x y
= Sistema invertivel

z=x
Sistema inverso ——

x(t) y(t)

— v

z(t=x(t)
W=y

0 Linearidade

Um sistema linear possui a propriedade da sobreposigéo.

Se um sinal de entrada é a combinagdo linear de vdrios sinais, entdo
a saida do sistema é a mesma combinagdo linear das saidas
correspondentes a cada uma das entradas individuais.

ss

JPT

0 Linearidade

T [x(0)]= y, (1)

T [x,(1)]= y,(1)

O sistema é linear se:

T [ax,(t)Jr bxz(l)]= ay, (t)+by,(t)

Tlx(t)]= y(t)=x(1-1)
Sendo
Tlx,(D)]=y,@)=x(1-1)
Tlx,(0]=y,(1)=x,(A-1)
O sistema ¢é linear se:

Propriedades dos Sistemas

T [x,(n)]= y (n)

T [x,(n)]= y,(n)

O sistema € linear se:
T[ax,(n)erxz(n)]: ay,(n)+by,(n)

o Ver exemplo para o sistema: y(t)=x(1-1)

Tlax,(t)+bx,(t)]=ay (t)+by,(1)

Ora:

Tlax,(t)+bx,(t)]=ax,(1-1t)+bx,(1-1)
ay (t)+by,(t)=ax,(1-t)+bx,(1-1)

Como aigualdade se verifica, o sistema € linear

SS
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Propriedades dos Sistemas

0 Invariante no tempo

Um sistema ¢é invariante no tempo quando uma deslocagéio no tempo no sinal
de entrada conduz & mesma deslocagéio no tempo no sinal de saida.

Tlx(t)]l=y() T[x(n)]= y(n)
T[x(t—1t,)]= y(t—t,) Tlx(n-ny)l=y(n-ny)

Ver exemplo do sistema:

y<n>=(%) x(n)

T [x(n)]= y(n) = (%) x(n)

Verificar a igualdade
T [x(n - ”o)]= y(n —ny)
1

T [x(n - ”o)]= (7) x(n - ng,)

1 n=ny
y(n—no):[?) x(n—ny)

Sao diferentes, logo ndo é invariante no tem po ss

JPT

Propriedades dos Sistemas

- Causal / N&o Causal

Um sistema é causal quando o sinal de saida depende
apenas do presente ou do passado do sinal de entrada.

Um sistema causal é ndo antecipativo. E causa de um

acontecimento passado.
Um sistema sem meméria é sempre causal.

Exemplo de sistemas ndo causais: processamento de dados
previamente gravados, processamento de imagens, etc...
y(n)=x(n)-x(n+1)

sSs




Propriedades dos Sistemas

Estabilidade

Um sistema é estdvel quando uma entrada limitada dé&
origem a uma saida limitada.

Um sistema do tipo y(n)=nx(n) é instavel.

Um sistema integrador é um sistema instdvel, pois se na
sua entrada estiver um degrau unitdrio, o seu integral é
ilimitado.

JPT SS

Propriedades dos Sistemas

Sistema de mdltiplas entradas/saidas

Um sistema com vdrias entradas/saida designa-se de
multivaridvel.

Um sistema com uma s6 entrada e uma sé saida é um
sistema univaridvel.

Em SS sé vamos estudar sistemas univaridvel.

JPT SS




CAPITULO 3 — SISTEMAS LINEARES E INVARIANTES NO
TEMPO (LIT)

Ss

Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo (LIT)

o1 O que sdo Sistemas LIT
01 Resposta impulsional
o1 Convolugdo
o Somatério de Convolugdo
o Integral de Convolugéo
o Propriedades da Convolugdo
o Comutativa
o Associativa
o Distributiva

JPT ss




Sistemas LIT (recordando)
=

o Linear

Um sistema linear possui a propriedade da sobreposigcdo.

a saida do sistema é a mesma combinagdo linear das saidas
correspondentes a cada uma das entradas individuais.

T[xl(t)]: ¥y, (1)

T [x.()]= y.(0)

O sistem a é linear se:
T[uxl(t)+bxz(t)]: ay, (t) + by, (t)
T [x,(n)]= y,(n)

T [x,(n)]= y,(n)

O sistema é linear se:
T [ax,(n)+ bxz(n)]z ay, (n)+ by,(n)

JPT

Se um sinal de entrada é a combinagdo linear de vdrios sinais, entdo

ss

Sistemas LIT (recordando)
=

o Invariante no Tempo

Um sistema é invariante no tempo quando uma deslocagdo no
tempo no sinal de entrada conduz & mesma deslocagéio no tempo
no sinal de saida.

Tlx()]l= y(1)
T[x(l_to)]: )’(f— lo)

Tlx(n)l= y(n)
Tlx(n—-ny)l= y(n - ny)

JPT
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Resposta Impulsional

71 Qualquer sinal pode ser representado com base em
impulsos unitdrios.

01 Se se conhecer a resposta de um sistema LIT ao
impulso unitdrio, entdo é possivel determinar a sua
resposta a qualquer sinal de entrada.

11 Esta resposta permite descrever univocamente o
sistema LIT.

1 E A RESPOSTA IMPULSIONAL h(t) ou h(n).

JPT SS

Resposta impulsional
|48 |
hin]
2 ] -j 1 3 3 7 T{} >
y()=x(n)*h(n)
] _1 j . l l B — T -
[ | "
x(n) = f x(k)d (n — k) y(n) = gix(k)h(n—k)




Sistemas LIT
]

7 Em que * é a operacdio CONVOLUCAO

1 Em que

JPT SS

Convolugdo Discreta

Somatério de Convolugdio
50|

+ o0

y(n)y= > x(k)h(n - k)

k=—oo

= x(n)*h(n)

©1 * .- Representa a convolugdo

o1 Para se obter y(n) no instante n:

Determinar o sinal reflexo de h(k) em rela¢do & origem
z(k)=h(-k)

Atrasar o sinal z(k) de n unidades w(k)=z(k-n)=h(n-k)
multiplicar ponto por ponto h(n-k) pela entrada x(k)

somar todos os resultados das multiplicagdes anteriores.
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Convolucdo Linear

5]
o y(n)=x(n)*h(n)

> h(n) 2 2 x(n)
] L 111
| [
o 1 2 3 4 n o 1 2 3 4 n
Comprimento M=3 Comprimento L=4
JPT SS
Convolucdo Linear
Para n=0 y(0)=2x3=6 y(n) = k;w x(k)h(n—k)
2 2 x(k)
‘ 11
| | 6
012345 k
y(n)
3 HEH)
2
‘ 1
|
21012345 k 01234568

52 JPT
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Convolucdo Linear

Para n=1 y(1)=2x2+2x3=10
2 2 x(K)
i
012345 k
3 h(1-k)
2
1 ‘
-2-101 2 3 45 k
53 JPT

+o0

k=-oc0

0

y(n)= Y x(k)h(n-k)

0123456

SS

Convolucdo Linear

Para n=2 y(2)=2x1+2x2+1x3=9
2 2 x(K)
s
012345 k
3 h(2-k)
2
1 ‘
-2-101 2 3 45 k

54 JPT

+ o0
k=—o0

0g

y(n)= Y x(k)h(n-k)

0123456
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Convolucdo Linear

Para n=3 y(3)=2x1+1x2+1x3=7
2 2 x(K)
s
012345 k
3 h(3-k)

1 ‘

-2-101 2 3 45 k

55  JPT

+ oo

y(n)= Y x(k)h(n-k)

k=-oc0

09

0123456

SS

Convolucdo Linear

Para n=4 y(4)=1x1+1x2=3
2 2 x(K)
s
012345 k
3 h(4-k)
2
1 ‘
-2-101 2 3 45 k

56 JPT

+00

y(n)= Y x(k)h(n-k)

k=—o0

0g

0123456

sSs
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Para n=5

Convolucdo Linear

y(5)=1x1=1

h(5-k)

-2-101 23 45

JPT

+ oo

y(n)= Y x(k)h(n-k)

k=-oc0

09

SS
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Convolucdo Linear

Comprimento de y(n) N=L+M-1=6

L — comprimento de x(n)

M = comprimento de h(n)

10 o

y(n)

O -

SS




Convolugdo Continua

Integral de Convolugdio
s ]

)

y(t) = f x(z)h(t-71)dT

— oo

x(t)* h(t)

o1 * - Representa a convolugdo
01 Determinagdo de y(t):

Em x(t) substitui-se t por T

Em h(t) substitui-se t por t-T

Resolve-se o integral em ordem a T

JPT
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Propriedades da Convolugdo
e ]

1 Comutativa
x(n)*h(n)=h(n)*x(n)
x(t)*h(t)=h(t)*x(t)

0 Associativa
x(n)*[h; (n)*h,(n)]=[x(n)*h, (n)]*hy(n)
x(1)*Th, (1) *ho(N]=[x(1)*h, (1)]*h,(t)

o Distributiva
x(n)*[h; (n)+hy(n)]=x(n)*h; (n)+x(n)*hy(n)
x(t)*[h, (t)+h,(1)]=x(t)*h, (1)+x(t)*h,(t)

JPT
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Propriedades da Convolugdo

O ) hon) Y0k

h,(n)

x(n) y(n)

JPT SS

Jean-Baptiste Joseph Fourier

Nascimento: 21 de margo de 1768 Auxerre

Morte: 16 de maio de 1830 (62 anos) Paris

Residéncia: Franga

Nacionalidade: Francés

Areas: Fisica, Matematica

Instituigoes: Escola Normal Superior de Paris, Ecole
Polytechnique

Alma mater: Escola Normal Superior de Paris

Orientador(es): Joseph-Louis Lagrange, Pierre Simon
Laplace, Gaspard Monge

Orientado(s): Gustav Dirichlet, Giovanni Plana, Claude Louis
Marie Henri Navier

Conhecido(a) por: Série de Fourier, Transformada de
Fourier, Lei de Fourier

n CAPITULO 4 — SERIE DE FOURIER
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Série de Fourier em Tempo Continuo
s |

1 Quando e para que se usa?

o Formas da Série de Fourier
Forma Exponencial
Forma Trigonométrica Combinada
Forma Trigonométrica

o1 Determinagdo dos Coeficientes de Fourier
01 Espectro de Frequéncias
01 Efeitos de Simetria
Par
Impar
o1 Propriedades
11 Forma Exponencial por derivagdo

JPT SS

Série de Fourier em Tempo Continuo
cn

0 E usada para expressar sinais peridodicos complexos como a
)
soma de sinais mais simples.

Os sinais mais simples sdo sinuséides.

o Os sinais periddicos tém as seguintes propriedades:
existem indefinidamente no tempo

um sinal peridédico com periodo T também é periédico com periodo
nT (em que n é inteiro)

O valor minimo de T>0 que satisfaga x(t)=x(t+T) é o periodo
fundamental T,

Frequéncia fundamental W, =27 f, = 2Ti

0

JPT SS




Exemplo de Reconstrugéio de um Sinal pela soma dos seus
Harménicos

JPT ss

Formas da Série de Fourier

0 Forma Exponencial da Série de Fourier
x(t)y= Y Cpe’ c,=C",
k=—oo
0 a frequéncia kw, é a frequéncia do harménico de ordem k.
0 C, sdo os coeficientes de Fourier
o Normalmente C, é um complexo. Nesses casos, C, é o

conjugado de C,.

- Ly
C,=|C.|e

JPT SS
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Formas da Série de Fourier

01 Forma Trigonométrica Combinada da Série de Fourier

x(t)=C, + Zm: 2|C|cos (kw,t+6,)
k=1

01 Forma Trigonométrica da Série de Fourier

x(t) = A0+i Akcos(kwot)+i B, sin (kw,t)
k=1 k=1

0 Ay e B, sdo também os coeficientes da Série de Fourier

ss

Coeficientes de Fourier

1 = jkwqt
C, = T_fx(t)e swor g ¢

0 T,

2C, = A, - jB,

A, =2Re[C,]
B, =-21Im|[C,]

= T2 J. x(t)cos(kw t)dt

0T,

= TZ—J x(t)sin(kw,t)dt

0 T,

JPT

1
C, = T—J x(t)dt

0 T,

C, é o Valor médio
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Espectro de Frequéncias
oo

0 As formas exponencial e combinada séo as mais Uteis.

0 Os coeficientes da forma exponencial sGo mais faceis de
determinar.

0 As amplitudes dos harménicos sdo determinadas directamente
da forma combinada

o1 As amplitudes dos harménicos séo 2|C, |.

o A amplitude dc é apenas C,

O

O espectro de frequéncias mostra em funcdo da frequéncia:
as amplitudes, 2| C, | - espectro de amplitudes

e as fases, arg de C, - espectro de fases

JPT SS

Efeitos de Simetria

o1 Simetria Par

Para um sinal x(t) com simetria par:

2
A, = t)dt
. TUTLX()
2

A, = x(t)cos(kw,t)dt
0 T,
2
B, =0
cC, = A,
A
Cc, = 2k

JPT SS




Efeitos de Simetria

o1 Simetria Impar

Para um sinal x(t) com simetria impar:
A, =0
A, =0

B, = }ij x(t)sen(kw,t)dt

0T

0

JPT ss

Propriedades da Série de Fourier

[

01 A série de Fourier da soma de vdrias fungdes
periédicas é igual a soma das séries de Fourier de
cada fungdo, desde que a soma das fungdes seja
ainda uma fungdo periddica.

Ou seja:

S (a(D)+b())=5(a(@))+ s (b))

Se a(t)+b(t) for ainda periddica

JPT SS




Determinagdo da Forma Exponencial por Derivagdo

o Ora x(1)y = 3 C, et

k=—oo
0 As suas derivadas sdo:

x'(t) = i z Jkw,C e

2y o

2 = S = Y (kwy ) Ce

k=—o

d My B

x(")(t)= dt(p) - ‘Zw(jkwn)l,ckejkwm

0 E o seu desenvolvimento em
série de Fourier:

x(t)y= Y C el

k== C'’ é o coeficiente
= N . do sinal derivado
x”(t) — z C kejkw"I

K=—w

x P (1) = Z C (I’)keikwo'

K=—o

JPT
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Determina¢do da Forma Exponencial por Derivagdo

0 Por comparagéo dos coeficientes C, e suas derivadas:

C/Ep) = (jkwo)p Cy
portanto:

c’
(jkwo)p

o Ou mais simplesmente:

- _ ¢
‘ (jkwo)

0 Em que C' é o coeficiente do sinal derivado

JPT
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Forma Exponencial por Derivagdo

o Util nas situacgdes:
du/dt=5(t)

t t

0 Série de Fourier de em trem de impulsos

a(t)
TTT{TTTT

-2T, -Ty 0 T, 2T,
oo
TO
S()= =% et
Transformadas

o1 Transformada de Fourier em Tempo Continuo (Sinais
continuos no Tempo) (SS)

o1 Transformada de Laplace (Sinais continuos no tempo) (SS)
01 Transformada de Fourier (Sinais discretos) (PDS)
01 Transformada Discreta de Fourier (Sinais discretos) (PDS)

0 Transformada Z (Sinais discretos) (PDS)
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Transformadas

Nome

Natureza do sinal original

Natureza do dominio
transformado

Série de Fourier

Continuo e periédico

Espectro de riscas

Transformada de Fourier (FT)

Continuo nao-periédico

Frequéncias
Continuas de

-0 g 4

Transformada de Laplace

Continuo nao-periédico

Frequéncias

Transformada de Fourier (DTFT) Discreto -
Continuas de -m +7
Transformada de Fourier (DFT) Discreto Discreto
Transformada z Discreto z

JPT
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I£:

JPT

Aplicacoes da analise de Fourier:

Hoje a andlise de Fourier é uma das técnicas
matematicas com maior nimero de
aplicagcdes praticas. Além de ser utilizada
extensivamente em célculo numérico nas
areas mais diversas das ciéncias aplicadas e
engenharias, a andlise de Fourier constitui
ainda a base do processamento de sinais.
Tem por isso um papel central nas
telecomunicagdes modernas e também no
processamento de imagens digitais. Como
curiosidades: é utilizando andlise de Fourier
que se retira a voz das cangbes para fazer
karaoke e também que se faz a compresséo
de imagens em formato JPEG.

ss




Transformada de Fourier em Tempo Continuo

o Definigéo

o Formula da Transformada de Fourier

o Transformada Inversa de Fourier

o Propriedades da Transformada de Fourier

Linearidade
Escalonamento no Tempo
Deslocamento no tempo
Transformagdo no Tempo
Dualidade

Convolugdo
Multiplicagéo
Deslocamento nas frequéncias
Derivagdo no tempo
Integragdo no tempo
Derivagdo na Frequéncia

JPT
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Transformada de Fourier em Tempo Continuo

7 E usada para representar um sinal ndo-periédico de

tempo continuo como uma sobreposicdo de
sinusdides complexas.

0 Esta representagdio no dominio das frequéncias

envolve um continuo de frequéncias desde -2 a +«,

JPT
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Transformada de Fourier (FT)

FLUP@=FGw)= [ fe ™ ar

01 Transformada Inversa de Fourier

FF (jw)}=f(t)= i] F(jw)e™ dw

JPT

o Par de Transformadas f()e F(iw)

ss

O

JPT

Condicdes para que exista FT

Condigées de Dirichlet (condigées suficientes mas néo necessdriqs):

Num intervalo finito

a)  f(t) é limitada

b)  f(t) tem um ndmero finito de mdximos e minimos
¢ f(t) tem um ndmero finito de descontinuidades

f(t) € absolutamente integrével
I |f @ )dt < oo

Condigdo suficiente:

E = f|f(t)|zdt < o

SS




Propriedades da FT
e

0 Linearidade
Para um dado par de transformadas
fl(t)<_> Fl(jW )
fz(t)<_) Fz(jw )

entao
afl(t)+ bfz(t)H aFl(jW )+ bFz(jW )

0 Escalonamento no Tempo

f@)e FQw)

entao

fla)o |;—|F(JZ—]

JPT
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Propriedades da FT
En

o1 Deslocamento no Tempo

fle=19) e F(jw)e ™

o Transformagdo no Tempo

f(ar - tO)H I—F(jije_j“to
jal " {7 a

JPT
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Propriedades da FT

En
0 Dualidade

dada a semelhanga das transformada e transformada inversa
FA{f(}=F (iw)= [ e i

FOLE Gw)l= 1 ()= 5 | F(woedw

Entdo

F(t) & 2zf( w)

Se a fungdo matemdtica f(t) tem transformada de Fourier F(jw), entdo

F(jw — F(t)o 2af (- w)

JPT ss

Propriedades da FT
s
o1 Convolugéio

@)e F(Gw)
f@)e Fo(Gw)

entao
£@) £,@) e FoGw )F, Gw )
o Multiplicagdo

HOf @6 5—F G )* F, (v )
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Propriedades da FT

r1 Deslocamento nas Frequéncias

F@)e™" & F(j(w-w,))

0 Derivagdo no Tempo

f(t)ye F(jw)
entiao

O jur

genericamente

a"[f(1)]

s () F ()

JPT ss

Propriedades da FT

0 Integragdo no Tempo

[ 7@z e - Gw)s 2F 000 ()

01 Derivagdo na Frequéncia

f@)e F(w)

entdao

Yo G )]
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Time domain

) ¥t = bt

| | hwlx
J.;’.;Im fn.\r'um Ao
|

s —P Wg) = H{5)-x08)

Fraguency domain

Pierre-Simon Laplace

JPT SS

Transformada de Laplace
20 |
0 Definicdo da TL
0 Polos e zeros da fungdo de
transferéncia
0 Regido de Convergéncia
Defini¢cdo
Propriedades
o Transformada Inversa

Método da decomposi¢cdo em
fragdes parciais

0 Propriedades

JPT SS




Transformada de Laplace
e

o E uma generalizagéo da TF

oo

0 Hé& alguma semelhangca com a Tz para sinais discretos

JPT

X (s)= [ x(ne™di ranes
el s =0+ jw
jw
Plano s
x(t)(—L—> X (s)
-

ss

Transformada de Laplace
o2
0 Quando s=jw (0=0)

X (jw) = ]: x(t)e M'dt

0 Que corresponde a TF de x(t)

X (s)

iw = F {x (t)}

s =

JPT
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Transformada de Laplace — Polos e Zeros

Quando a TL é expressa na forma racional (sempre que x(t) seja uma
combinagdo linear de exponenciais reais ou complexos e equagdes diferenciais

de coeficientes constantes):

N (s) _ _Numerador
D(s) Denominador

X (s)=

N(s)=0 — zeros da TL —X(s)=0
D(s)=0 — polos da TL —X(s)=°

A ROC mais os polos e zeros caracterizam, a menos de um factor
de escala, a expressdo algébrica da TL.

JPT
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Propriedades da ROC

JPT

A ROC é uma faixa paralela ao eixo jw no plano s.
A ROC néo contém polos.

Se x(t) tem duracdo finita (limitado & esquerda e & direita) e
é absolutamente integrdvel, entdo a ROC é todo o plano s.

Se x(t) é limitado & esquerda (u(t)) entdo a ROC é limitada &
esquerda.

Se x(t) é limitado & direita (u(-t)) entdo a ROC é limitada &
direita.

Se x(t) ndo é limitado entdo a ROC é uma faixa vertical no
plano s.

Se a TL é racional entdo a ROC é delimitada pelos polos ou
estendida até infinito. Nenhum polo fica dentro da ROC.

sSs




Propriedades da ROC
(=]

8. (Resultante das propriedades 7, 4 e 5) Se a TL é racional:
Se x(t) é limitada & esquerda entdo a ROC fica & direita do polo
mais a direita.

Se x(t) é limitada & direita entéo a ROC fica & esquerda do polo

mais & esquerda.

JPT SS

Transformada Inversa de Laplace
=

1 o+ jw
x(t) = —— J. X (s)e''ds
2r -
o - jw
0 Pode-se recuperar x(t) a partir da sua Transformada de
Laplace avaliada para o conjunto de valores s=G+jw na
ROC, com G fixo e w a variar de = a +
o O contorno de integragdo é a faixa vertical do plano s
correspondente a todos os pontos em que Re{s}=0.
0 A avaliagdo formal deste integral obriga a que se
determine o integral em todo o contorno de integragéo do
plano s.

JPT
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Transformada Inversa de Laplace

0 Para as TL racionais a inversa pode ser determinada sem
avaliar a equagdo do integral, usando a técnica da expansdo
em fracbes parcial.

0 Basicamente consiste em expandir a expressdo algébrica
racional numa combinagdo linear de termos de menor ordem,
dos quais se conhece a transformada inversa.

JPT SS

Transformada Inversa de Laplace — pela expanséo parcial

0 Assumindo que o denominador é de maior ordem que o
numerador e que ndo se consideram polos de ordem
multipla:

X (s)= 3 A

= S+ a,

0 A ROC de cada termo pode ser inferida da ROC de X(s).

o1 Finalmente, a TL'! de cada termo pode ser determinada por
comparagdo.
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Transformada Inversa de Laplace — pela expansdo parcial

—at

e "u(t) «—+t—

o > —a
s+ a

—e “u(—t)—+t-> o< -a

s+ a
Se a ROC é o lado direito de  s=-q, entéo a TL! serd
A.e “'u(t)

Se a ROC é o lado esquerdo de s=-q; entdo a TL'! seré

—A.e “"u(-1)

ss

Propriedades da Transformada de Laplace
100 |
Sendo:
x(t)¢<—+—> X (s) com ROC =R
xl(t)<—L—> X ,(s) com ROC =R,
x,(1) ¢+ X ,(s) com ROC =R,
0 Linearidade
ax,(t)+bx,(t) L= aX (s)+bX ,(s)
o Com a ROC a conter a intercepgdo de R1 com R2
o Se R1 e R2 ndo se interceptarem a ROC é um conjunto vazio
e portanto ndo ha TL.
0 O cancelamento de polos pode levar & extensdo da ROC.
JPT
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Propriedades da Transformada de Laplace
101 ]

0 Deslocamento no Tempo

x(t—t,)«+—>eX(s) com ROC=R

0 Deslocamento em s

x(t)e «Lt— X (s—s,) com ROC=R+Re{s}

1 Escalonamento no Tempo

1 x (%) com ROC=aR

x(at) « -+t
la] " "a

JPT ss

Propriedades da Transformada de Laplace
102 |
o Conjugagdo

x"(t)e+—> X '(s") com ROC=R

Se x(t) forreal X (s)=X"(s")

o1 Convolugdo
x,(t)* x,(t) e L—> X, (s).X,(s)

Com ROC =R/() R,

A ROC pode ser maior se houver cancelamento de polos.
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Propriedades da Transformada de Laplace
103 |

o Derivacdo no Tempo

dx(t) -

p L 5 s.X(s) com ROC=R

A ROC pode ser maior se esta for limitada por um polo
em s=0 que serd cancelado pela multiplicagdo por s.

0 Derivacdo em s

dX (s)
ds

—tx(t) «+t> com ROC=R

JPT
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Propriedades da Transformada de Laplace
104 |

O Integracdo no Tempo

j' x(z')df(;)lX(s) com ROC=R N{Re{s}>0}
s

—oo

o Teorema do Valor Inicial

Se x(t)=0 para t<0 e x(t) ndo contém nenhum impulso
ou singularidade na origem entdo

x(o¥)=1lim ,,_ sX (s)

x(t) quando t->% a a partir de valores positivos

JPT
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Propriedades da Transformada de Laplace
105 ]

0 Teorema do Valor Final

Se x(t)=0 para t<0, e se x(t) tem limite finito
quando t->

entdo

lim,  x(¢) =lim_, ,sX (s)

JPT
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